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PREFACE 


虽然 市 面 上 已 有 不 少 有 关 流 体力 学 的 教材 和 专著 ,但 这 些 流 体力 学 书 要 么 是 针对 工科 
专业 的 ,要 么 是 针对 力学 和 数学 专业 的 , 却 很 少 有 针对 物理 专业 本 科 生 的 。 针 对 物理 专业 的 
本 科 生 学 习 使 用 的 流体 力学 教材 ,一 方面 要 求 有 物理 思想 , 另 一 方面 数学 不 能 太 难 。 例 如 著 
名 的 朗 道 - 栗 弗 席 效 (Landau-Lifshitz) 流 体力 学 ,虽然 充满 了 物理 见解 ,但 很 多 是 靠 物 理 直 
觉 写 出 的 ,推导 细节 没有 给 出 ,精深 难 懂 , 对 于 初学 者 很 难 理解 。 

我 曾经 为 上 海 交 通 大 学 物理 与 天 文系 物理 专业 本 科 生 上 过 几 年 “流体 力学 ? 课 , 编 写 过 
讲义 ,本 书 是 在 此 讲义 的 基础 上 经 过 扩充 而 成 的 。 

二 十 多 年 的 本 科教 学 经 验 告诉 我 .教材 和 教学 参考 书 不 同 于 学 术 专 著 。 学 术 专 著 的 读 
者 对 象 主 要 是 专业 研究 人 员 ,他 们 的 基础 知识 雄厚 ,研究 经 验 丰 富 , 所 以 学 术 专 著 的 特点 是 
严谨 、 准 确 、 高 度 专业 化 。 而 教材 和 教学 参考 书 的 读者 对 象 主 要 是 本 科 生 和 研究 生 , 他 们 的 
基础 比较 薄弱 ,因此 教材 和 教学 参考 书 一 定 要 循序 渐进 .通俗 易 懂 启发 式 阐述 ,而 且 要 求 配 
有 一 定数 量 的 例题 和 习题 。 在 这 方面 ,著名 物理 学 家 费 恩 曼 的 ( 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 用 那么 
通俗 的 语言 讲述 物理 给 我 留 下 了 极其 深刻 的 印象 。 尤 其 是 上 过 几 年 工科 大 学 物理 课 以 后 ， 
我 明白 了 要 用 尽 可 能 通俗 简单 的 语言 给 本 科 生 讲述 物理 。 本 书 就 是 沿 着 这 一 思路 编著 的 ， 
把 流体 力学 看 成 牛顿 第 二 定律 对 流体 连续 介质 的 应 用 ,深入 浅 出 地 讲述 流体 力学 的 基本 概 
念 , 尽 可 能 用 熟悉 的 物理 概念 和 现象 作 类 比 , 避 免 过 于 复杂 的 数学 分 析 。 

本 书 内 容 循序 渐进 .从 易 到 难 , 并 没有 从 一 开始 就 建立 黏 性 流体 力学 的 基本 方程 。 而 是 
从 回忆 和 牛顿 力学 中 质点 的 运动 描述 出 发 ,通过 把 流体 分 解 为 无 穷 多 个 微 元 ,引进 拉 格 朗 日 描 
写 和 欧 拉 描写 ,根据 牛顿 力学 中 质点 的 速度 和 加 速度 的 定义 引进 随 体 导数 。 然 后 考虑 理想 
流体 ,分 析 流 体 微 元 受 力 并 应 用 牛顿 第 二 定律 推导 欧 拉 方 程 。 把 欧 拉 方程 写成 积分 形式 ,得 
到 伯 努 利 方程 。 进 一 步 讲述 欧 拉 方 程 和 伯 努 利 方程 的 应 用 。 待 读者 有 了 一 定 的 流体 力学 知 
识 之 后 ,再 建立 黏 性 流体 力学 的 基本 方程 。 

本 书 利用 涡 量 的 散 度 恒 为 零 与 磁感应 强度 的 散 度 恒 为 零 ( 磁 场 高 斯 定理 ) 这 一 类 似 性 ， 
得 到 涡 量 与 磁感应 强度 之 间 的 类 比 关系 ,从 大 学 物理 讲 的 磁感应 线 、 磁 感应 面 、 磁 感应 管 和 
磁 通 量 ,通过 类 比 定义 涡 线 、 涡 面 、 涡 管 和 涡 通 量 , 从 磁感应 线 管 磁 通 量 守恒 定理 通过 类 比 证 
明 涡 管 涡 通 量 守恒 定理 。 本 书 利用 不 可 压缩 流体 的 速度 的 散 度 便 为 零 (连续 性 方程 ) 与 磁 感 
应 强度 的 散 度 便 为 零 (磁场 高 斯 定理 ) 这 一 类 似 性 ,通过 类 比 证 明 大 学 物理 中 的 稳 恒 细 电 流 
感 生 磁感应 强度 的 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 和 涡 丝 感 生 速度 公式 等 效 ,安培 环 路 定理 和 速度 环 量 公 
式 ( 斯 托 克 斯 定理 ) 等 效 , 从 而 进一步 证 明 兰 金 组 合 涡 的 速度 分 布 等 效 于 无 限 长 均匀 圆柱 电 
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流感 生 的 磁感应 强度 分 布 , 涡 层 感 生 的 切 向 速度 间断 面 等 效 于 面 电流 感 生 的 切 向 磁感应 强 
度 间断 面 。 由 于 电势 和 速度 势 均 遵 守 拉 普 拉 斯 方程 ,导体 尖端 放电 时 尖端 附近 的 电场 和 恤 
型 启动 时 尖 尾 缘 附 近 的 流体 速度 遵守 相同 的 空间 变化 规律 ,从 导体 尖端 放电 现象 通过 类 比 
理解 愤 型 尖 尾 缘 附 近 流体 的 运动 。 从 牛顿 平板 实验 结果 出 发 作 逻 辑 推理 得 到 广义 牛顿 备 人 性 
定律 。 使 用 牛顿 力学 中 的 质点 系 的 动量 定理 解释 流体 力学 的 动量 平衡 方程 各 项 的 物理 意 
义 。 使 用 牛顿 力学 中 的 质点 系 的 动能 定理 和 功能 原理 解释 流体 力学 的 能 量 平衡 方程 各 项 的 
物理 意义 ,特别 是 流体 的 能 量 耗 散 项 的 物理 意义 。 

本 书 具 有 一 定 的 大 学 物理 味道 , 非 物理 专业 的 本 科 生 只 要 学 过 大 学 物理 后 ,就 可 以 看 懂 
大 部 分 章节 。 为 此 ,本 书 尽 可 能 对 公式 给 出 详细 的 推导 过 程 。 配 有 较 多 插图 , 尽 可 能 用 图 来 
表示 物理 思想 和 过 程 。 配 有 较 多 的 例题 和 习题 ,并 且 例题 的 解答 很 详细 ,比较 难 的 习题 都 有 
解答 提示 。 因 此 虽然 本 书 是 为 物理 专业 的 本 科 生 写 的 ,对 数学 专业 力学 专业 和 工科 等 相关 
专业 的 本 科 生 同样 有 参考 价值 。 

在 网 络 时 代 ,网 络 资料 是 必 不 可 少 的 参考 资料 。 在 撰写 本 书 时 ,我 参考 了 一 些 网 络 资 
料 ,但 无 法 找到 作者 名 字 , 在 这 里 向 这 些 无 名 作者 表示 感谢 。 
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1.1 概论 


流体 力学 是 在 人 类 同 自 然 界 作 斗争 和 在 生产 实践 中 逐步 发 展 起 来 的 。 古 代 中 国人 民 在 
生活 和 实践 中 ,积累 了 不 少 有 关 物 体 的 重心 .固体 在 流体 中 的 沉浮 .虹吸 现象 等 知识 ,发 明了 
竹 晴 晓 、 风 筝 。 秦 国 和 后 来 的 秦 朝 在 公元 前 256 到 前 210 年 便 修建 了 都 江 堰 、 郑 国 渠 、 灵 渠 
三 大 水 利 工 程 ,说 明 当 时 对 明 槽 水 流 和 堰 流 流动 规律 的 认识 已 经 达到 相当 水 平 。 在 西方 , 古 
希腊 的 阿 基 米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) 是 流体 静 力 学 的 奠基 人 ,建立 了 浮 
力 定律 和 浮 体 稳定 性 理论 ,发 明了 阿 基 米 德 螺旋 提 水 机 ,他 的 著作 《 论 浮 体 ) 是 流体 静 力 学 的 
第 一 部 专著 。 

15 世纪 ,意大利 著名 科学 家 和 艺术 家 达 。 芬 奇 (Leonardo. da. Vinci,1452 一 1519) 设 计 
建造 了 佛罗伦萨 运河 网 ,系统 地 研究 了 物体 的 沉浮 、 和 孔 口 出 流 、 物 体 的 运动 阻力 ,水 波 、 管 流 、 
液体 压力 水 力 机 械 、 潜 水 器 、 扑 辟 机 、 滑 翔 翼 、 空 气 螺旋 桨 、 降 落 伞 . 鸟 的 飞翔 原理 、 涡 旋 运 
动 . 滑 流 等 问题 。1644 年 托 里 拆 利 (E. Torricelli,1608 一 1647) 发 明了 气压 计 , 发 现 了 小 孔 出 
流速 度 的 自由 落体 速度 公式 。1650 年 帕斯卡 (B. Pascal,1623 一 1662) 发 现 了 帕斯卡 原理 ， 
即 加 在 密闭 液体 上 的 压强 能 够 大 小 不 变 地 由 液体 向 各 个 方向 传递 。 

但 流体 力学 作为 一 门 严密 的 科学 , 却 是 在 牛顿 (I. Newton,1642 一 1727) 建 立 了 经 典 力 
学 之 后 逐步 形成 的 。1687 年 ,牛顿 出 版 了 划时代 的 著作 《自然 哲学 的 数学 原理 ), 建 立 了 绝 
对 时 空 观 , 提 出 了 质点 、 速 度 、 加 速度 、 力 等 概念 ,建立 了 运动 三 定律 。1678 年 ,牛顿 研究 了 
物体 在 流体 中 运动 时 所 受 的 阻力 ,得 到 阻力 与 流体 密度 、 物 体 表面 面积 运动 速度 的 平方 以 
及 物体 表面 相对 来 流 方向 的 夹 角 的 正弦 的 平方 成 正比 的 关系 ; 完成 了 平板 实验 ,建立 了 关 
于 流体 内 摩擦 的 牛顿 黏 性 定律 。 为 了 给 * 绝 对 空间 和 运动 ”寻找 证 据 , 他 还 做 了 一 个 水 桶 实 
验 , 通 过 观察 旋转 水 桶 里 的 水 面 形状 ,来 论证 相对 于 绝对 空间 的 旋转 效应 。 牛 顿 还 计算 了 空 
气 中 声音 的 传播 速度 ,但 他 不 正确 地 假设 空气 中 声音 的 传播 过 程 是 等 温 过 程 。 

牛顿 建立 的 质点 .速度 .加 速度 . 力 等 概念 ,提出 的 运动 三 定律 以 及 黏 性 定律 ,已 经 为 流 
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体力 学 黄 定 了 理论 基础 。 在 此 基础 上 ,丹尼尔 。 伯 努 利 (D. Bernoulli,1700 一 1782) 于 1738 
年 出 版 了 《流体 动力 学 》, 将 牛顿 力学 中 的 活力 (能 量 ) 守 恒 原理 引入 流体 力学 ,建立 了 伯 努 利 
方程 。 由 于 牛顿 力学 只 适用 于 质点 ,不 能 直接 用 于 连续 介质 , 欧 拉 (L. Euler,1707 一 1783) 提 
出 了 流体 的 连续 介质 模型 ,把 流体 分 解 为 无 穷 多 个 微 元 ,把 微 元 看 成 质点 ,把 经 典 力学 里 对 
质点 的 位 置 描述 方法 推广 ,提出 了 两 种 方法 来 描述 流体 的 运动 : 第 一 种 方法 要 求 在 各 个 空 
间 固 定点 的 观察 者 记录 下 各 个 时 刻 经 过 的 流体 微 元 的 速度 ,第 二 种 方法 要 求 观 察 者 随 各 个 
流体 微 元 一 起 运动 并 记录 下 各 个 时 刻 的 位 置 矢量 ,这 两 种 方法 通常 分 别称 为 “ 欧 拉 描写 ”和 
“ 拉 格 朗 日 描写 ”"。 他 进一步 把 静 力 学 中 帕斯卡 原理 推广 到 运动 流体 ,对 流体 微 元 进行 受 力 
分 析 并 应 用 牛顿 第 二 定律 ,建立 了 理想 流体 的 运动 方程 。 欧 拉 还 研究 了 不 可 压缩 理想 流体 
的 无 旋 运 动 , 引 进 了 速度 势 ,建立 了 速度 势 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 。 拉 格 朗 日 、 拉 普 拉 斯 等 人 
继续 了 欧 拉 的 研究 ,把 无 旋 流动 理论 应 用 到 水 波 、 潮 汐 .声学 等 方面 ,取得 了 很 多 成 果 。 特 别 
是 拉 普 拉 斯 正确 地 认识 到 空气 中 声音 的 传播 过 程 是 绝热 过 程 ,纠正 了 牛顿 的 错误 。 

接 下 来 , 纳 维 (C-L-M-H. Navier,1785 一 1836) 和 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes,1819 一 1903) 
分 别 独立 地 获得 了 黏 性 流体 的 动量 平衡 方程 。1821 年 , 纳 维 提出 了 微观 处 理 ,采用 离散 的 
分 子 模型 ,从 某 些 分 子 相互 作用 假设 出 发 ,将 欧 拉 的 理想 流体 的 运动 方程 推广 ,获得 带 有 一 
个 反映 黏 性 的 常数 的 运动 方程 。1845 年 ,斯 托 克 斯 提出 了 宏观 处 理 ,在 论文 “ 论 运动 中 流体 
的 内 摩擦 理论 和 弹性 体 平衡 和 运动 的 理论 ”中 采用 连续 介质 模型 ,把 流体 分 解 为 无 穷 多 个 微 
元 ; 把 牛顿 寿 性 定律 推广 ,假设 应 力 张 量 线性 地 依赖 于 应 变 率 ; 然后 将 牛顿 第 二 定律 和 推 
广 后 的 牛顿 黏 性 定律 应 用 于 流体 微 元 ,推导 出 了 含有 两 个 反映 黏 性 常数 的 运动 方程 。 至 此 ， 
简单 流体 的 动量 平衡 方程 已 经 找到 。19 世纪 下 半 叶 以 来 ,热力 学 的 发 展 促使 人 们 寻找 简单 
流体 的 其 他 热力 学 方程 。1851 年 ,斯 托 克 斯 找到 了 简单 流体 的 能 量 耗 散 公式 。20 世纪 上 半 
叶 , 随 着 线性 不 可 道 热力 学 的 发 展 , 特 别 是 晶 色 格 (L. Onsager,1903 一 1976) 从 微观 的 哈密 
顿 方程 的 可 道 性 出 发 建立 了 不 可 道 过 程 的 线性 唯 象 关 系 中 各 系数 间 的 互 易 关 系 后 ,人 们 进 
一 步 发 展 了 简单 流体 的 能 量 平衡 方程 入 平衡 方程 。 至 此 ,简单 流体 的 所 有 热力 学 方程 已 
经 全 部 建立 。 

1883 年 ,雷诺 (O. Reynolds,1842 一 1912) 通 过 管 流 实验 发 现 了 黏 性 流体 存在 层 流 和 汕 
流 这 两 种 流动 状态 ,找到 了 判别 这 两 种 流动 状态 的 无 量 纲 数 一 一 雷诺 数 。 他 进一步 把 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 作 时 间 平 均 , 得 到 了 雷诺 方程 ,为 清流 的 统计 理论 打下 了 基础 。 虽 然 早 在 500 
多 年 前 , 达 ， 芬 奇 就 已 经 认识 到 了 湾流 的 多 尺度 结构 ,直到 1941 年 科 尔 莫 戈 罗 夫 (A. N. 
Kolmogorov,1903 一 1987) 才 把 这 一 想法 发 展 成 局 域 各 向 同性 满 流 理论 ,并 且 受 此 理论 的 激 
发 , 近 些 年 来 科学 家 进一步 发 展 了 注 流 的 多 重 分 形 结构 理论 。 湛 流 作为 经 典 物理 最 后 没有 
解决 的 难题 ,已 经 有 了 相当 多 的 进展 。 

1904 年 , 普 朗 特 (L. Prandtl,1875 一 1953) 提 出 了 边界 层 理论 。 普 朗 特 认识 到 ,通常 情 
况 下 ,流体 的 黏 性 只 在 靠近 固体 表面 很 薄 的 区 域内 (边界 层 ) 起 主要 作用 。 离 开 这 个 区 域 , 黏 
性 的 影响 可 以 忽略 。 在 边界 层 区 域 , 由 于 垂直 于 固体 表面 的 速度 分 量 远 小 于 平行 于 表面 的 
速度 分 量 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 可 以 简化 为 普 朗 特 方程 组 。 而 在 边界 层 区 域 之 外 ,可 以 使 用 
不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 流动 理论 来 描述 。 

20 世纪 初 , 以 库 塔 、 恰 普 雷 金 、 茹 可 夫 斯 基 、 普 朗 特 等 为 代表 的 科学 家 ,使 用 不 可 压缩 理 
想 流体 的 无 旋 流 动 理论 建 立 了 机 辟 理 论 。 机 辟 理 论 和 边界 层 理 论 的 结合 解决 了 阻力 和 飞机 
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设计 问题 。 

对 流体 的 描述 有 宏观 描述 和 微观 描述 两 种 。 以 上 讲 的 是 宏观 描述 。1872 年 , 玻 尔 效 曼 
(L. Boltzmann,1844 一 1906) 建 立 了 稀薄 气体 的 输 运 方程 一 一 玻 尔 效 曼 积分 微分 方程 ,开创 
了 流体 的 微观 描述 研究 。20 世纪 以 来 ,人 们 提出 了 各 种 更 复杂 的 流体 输 运 方程 。 宏 观 描述 
和 微观 描述 各 有 优 缺 点 ,常常 结合 起 来 以 弥补 各 自 的 局 限 性 ,相辅相成 。 

20 世纪 以 来 , 随 着 相对 论 .量子 力学 的 出 现 和 技术 的 进步 ,流体 力学 除了 向 传统 的 简单 
流体 方向 发 展 外 ,还 向 等 离子 流体 相对论 性 流体 .量子 超 流体 .复杂 化 工 流体 生物 流体 ,大 
气 海洋 .多 相 流 、 天 体 流 体 、 介 观 流 体 和 夸克 - 胶 子 等 离子 流体 等 方向 发 展 。 除 了 传统 的 解 
析 理 论 方法 , 随 着 电子 计算 机 的 出 现 , 科 学 家 使 用 离散 化 方法 把 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 代 
数 方程 ,然后 求解 ,发 展 了 数值 计算 方法 一 一 有 限 元 方法 和 差分 方法 ,形成 了 一 个 新 的 分 支 
学 科 一 一 计算 流体 力学 。 此 外 ,还 发 展 了 水 槽 、 风 洞 等 实验 手段 。 理 论 分 析 、 数 值 计算 和 实 
验 模拟 这 三 种 解决 流体 力学 问题 的 行 之 有 效 的 方法 各 有 优 缺 点 ,需要 把 它们 结合 起 来 才能 
获得 满意 的 结果 。20 世纪 80 年 代 以 来 ,在 宏观 描述 和 微观 描述 的 结合 方面 有 了 显著 的 进 
展 , 人 们 对 玻 尔 兹 曼 方程 中 的 碰撞 项 使 用 弛 瑰 时 间 近 似 , 然 后 把 方程 离散 化 求解 ,发 展 了 蝇 
格 玻 尔 兹 曼 方法 ,用 于 计算 具有 复杂 几何 边界 流体 系统 的 流动 ,如 介 观 流体 、 非 牛顿 流体 、 多 
相 流 、 相 变 、 化 学 反应 .界面 动力 学 .晶体 生长 等 。 可 以 预见 ,在 未 来 流体 力学 的 应 用 将 越 来 
越 广泛 。 

以 下 是 流体 力学 及 相关 科学 发 展 的 一 些 大 事 。 


流体 力学 及 相关 科学 大 事 年 表 

约 公元 前 500 中 国人 制 成 了 会 飞 的 竹 靖 妖 , 对 西方 航空 先驱 者 的 影响 极 大 。 

约 公元 前 400 ” 墨 子 ( 约 公元 前 468 一 公元 前 376) 研 究 了 沉浮 现象 .虹吸 现象 ,认识 到 
了 浮力 原理 ,发 明了 风筝 。 

公元 前 3 世纪 阿 基 米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) 是 流体 静 力 学 黄 基 
人 ,发 现 了 浮力 定律 ( 阿 基 米 德 原 理 ); 发 明了 阿 基 米 德 螺 旋 提 水 机 。 

公元 前 256 一 公元 前 210 中 国人 修建 了 都 江 堰 、 郑 国 汇 和 灵 渠 三 大 水 利 工程 。 

约 1400 明 朝 的 官吏 万 户 乘 坐 捆绑 着 火箭 的 椅子 尝试 飞天 , 献 出 了 自己 的 生命 ,开启 
了 人 类 历史 上 的 首次 飞行 。 

约 1500 达 。 芬 奇 (Leonardo. da. Vinci,1452 一 1519) 研 究 了 水 波 、 管 流水 力 机 械 和 鸟 
的 飞翔 原理 等 问题 。 
644 托 里 拆 利 (E. Torricelli,1608 一 1647) 制 成 了 气压 计 , 提 出 了 小 孔 出 流 公式 。 
650 ”帕斯卡 (B. Pascal,1623 一 1662) 提 出 了 液体 中 压力 传递 的 帕斯卡 原理 。 
662” 玻 意 耳 (R. Boyle,1627 一 1691) 建 立 了 等 温 下 理想 气体 的 状态 方程 一 一 玻 意 耳 - 
马 略 特定 律 。 
668 马 略 特 (E. Mariotte,1602 一 1684) 出 版 了 专著 《 论 水 和 其 他 流体 的 运动 ), 黄 定 了 
流体 静 力 学 和 流体 运动 学 的 基础 。 
676 ” 马 略 特 建立 了 等 温 下 理想 气体 的 状态 方程 一 一 玻 意 耳 - 马 略 特定 律 。 
678 ”牛顿 (I. Newton,1642 一 1727) 研 究 了 在 流体 中 运动 物体 所 受 的 阻力 ,并 建立 了 
牛顿 黏 性 定律 。 
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687 “牛顿 是 经 典 力学 的 黄 基 人 ,出 版 了 划时代 的 著作 《自然 哲学 的 数学 原理 》, 建 立 了 
三 定律 ,提出 了 质点 .速度 .加 速度 和 力 等 概念 ,为 流体 力学 黄 定 了 理论 基础 。 

732 皮 托 (H. Pitot,1695 一 1771) 发 明了 测量 流体 压力 的 皮 托 管 。 

738 ”丹尼尔 。 伯 努 利 (D. Bernoulli,1700 一 1782) 出 版 了 《流体 动力 学 ), 将 力学 中 的 
活力 (能 量 ) 守 恒 原 理 引 入 流体 力学 ,建立 了 伯 努 利 方程 。 

752 达 朗 贝尔 (J. le R.D'Alembert,1717 一 1783) 提 出 了 理想 流体 运动 的 达 朗 贝尔 伴 廖 。 
755 欧 拉 (L.Euler,1707 一 1783) 是 理想 流体 力学 的 黄 基 人 ,发 表 了 "流体 运动 的 一 般 
原理 ”, 把 静 力 学 中 帕斯卡 压力 定律 推广 到 运动 流体 ,对 流体 质点 进行 受 力 分 析 并 应 用 牛顿 
第 二 定律 ,建立 了 理想 流体 的 运动 方程 。 

763 玻 尔 达 (J-C. Borda,1733 一 1799) 进 行 了 流体 阻力 试验 ,给 出 了 阻力 公式 , 开 黏 性 
流体 力学 研究 先河 。 

777” 玻 素 (C. Bossut,1730 一 1814) 等 完成 了 第 一 个 船 池 船 模 试 验 ,测量 由 已 知 力 这 
引 通 过 水 池 的 船 模 所 获得 的 速度 。 

787 查理 (Jacques Alexandre Cesar Charles,1746 一 1823) 建 立 了 等 容 时 的 理想 气体 
状态 方程 。 

802 ” 盖 - 吕 萨 克 (J.L. Gay-Lussac,1778 一 1850) 建 立 了 等 压 时 的 理想 气体 状态 方程 。 
809 凯利 (G. Cayley,1773 一 1858) 建 立 了 航空 飞行 器 概念 。 

822” 纳 维 (C-L-M-H. Navier,1785 一 1836) 使 用 某 些 分 子 相 互 作用 假设 建立 了 黏 性 流 
体 的 基本 运动 方程 。 

822 傅 里 叶 (J-B-J Fourier,1768 一 1830) 建 立 了 传 里 叶 热 传导 定律 。 

824 卡 诺 (Nicolas Léonard Sadi Carnot,1796 一 1832) 出 版 了 《关于 火 的 动力 ) 一 书 ， 
提出 著名 的 卡 诺 定理 ,指明 工作 在 给 定 温度 范围 的 热机 所 能 达到 的 效率 极限 ,这 实质 上 已 经 
建立 起 热力 学 第 二 定律 ,但 受 “ 热 质 说 ”的 影响 ,他 的 证 明 方法 还 有 错误 。 

834 ”罗素 (J.S. Russel,1808 一 1882) 在 苏格兰 的 联合 运河 上 发 现 了 孤立 波 。 

839 ” 哈 根 (G. H. L. Hagen,1797 一 1884) 和 泊 肃 叶 (J. L. M. Poiseuille,1797 一 1969) 
研究 了 圆 管内 的 黏 性 流动 ,给 出 了 哈 根 - 泊 肃 叶 公式 。 

842 迈 耶 (Julius Robert Mayer,1814 一 1878) 提 出 了 能 量 守恒 理论 ,认定 热 是 一 种 形 
式 , 可 与 机 械 能 互相 转化 ,并 且 从 空气 的 比 定 压 热 容 与 比 定 容 热 容 之 差 计算 出 热 功 当 量 。 
845 ”斯 托 克 斯 (G. G. Stokes,1819 一 1903) 使 用 连续 介质 模型 ,将 牛顿 第 二 定律 和 牛 
顿 黏 性 定律 应 用 于 流体 微 元 ,严格 推导 出 了 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 

845” 畜 姆 霍 效 (H.von Helmholtz,1821 一 1894) 建 立 了 涡 旋 的 基本 概念 , 黄 定 了 涡 动 
力学 基础 。 

850 焦耳 (James Prescott Joule,1818 一 1889) 的 实验 结果 已 使 科学 界 彻底 抛弃 了 热 
质 说 ,能 量 守恒 定律 得 到 公认 。 

850 克 劳 修 斯 (Rudolf Julius Emmanuel Clausius,1822 一 1888) 提 出 了 热力 学 第 二 定 
律 的 克 劳 修 斯 表述 ,并 在 此 基础 上 重新 证 明了 卡 诺 定理 。 

851 开尔文 (Lord Kelvin,1824 一 1907) 提 出 了 热力 学 第 二 定律 的 开尔文 表述 ,并 在 
此 基础 上 重新 证 明了 卡 诺 定 理 。 

851 斯 托 克 斯 研究 了 小 球 在 黏 性 流体 中 的 运动 ,推导 出 斯 托 克 斯 阻力 公式 。 
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曼 积 


852” 马 格 纳 斯 (H. G. Magnus,1802 一 1870) 发 现 了 马 格 纳 斯 效应 。 

854 ” 克 劳 修 斯 根据 卡 诺 定理 提出 了 炳 。 

860” 玄 姆 霍 认 建立 了 流体 运动 的 速度 分 解 定理 。 

869 开尔文 发 现 了 理想 流体 的 速度 环 量 守恒 定理 。 

872 玻 尔 交 曼 (L. Boltzmann,1844 一 1906) 建 立 了 稀薄 气体 的 输 运 方程 一 一 玻 尔 诊 


分 微分 方程 ,开创 了 流体 的 微观 研究 。 


也 


878 兰 姆 (H. Lamb,1849 一 1934) 出 版 了 流体 力学 经 典 著作 《流体 运动 的 数学 理论 》 


(后 改名 《流体 动力 学 )) ,总结 了 19 世纪 流体 力学 的 理论 成 就 。 该 书 共 发 行 了 6 版 ,到 1932 
年 为 止 。 


878” 瑞 利 (Lord Rayleigh,1842 一 1919) 研 究 了 有 环 量 的 圆柱 绕 流 问题 ,发 现 了 升力 ， 


从 理论 上 解释 了 马 格 纳 斯 效应 。 


883 ”雷诺 (O. Reynolds,1842 一 1912) 完 成 了 著名 的 从 层 流 到 涡流 的 转变 实验 ,提出 


了 雷诺 数 ( 索 末 菲 于 1908 年 命名 ) 。 


887 马赫 (E. Mach,1838 一 1916) 提 出 了 马赫 数 的 概念 。 
891 兰 彻 斯 特 (F. W. Lanchester,1868 一 1946) 提 出 了 速度 环 量 概念 ,建立 了 升力 理 


论 , 并 发 展 了 有 限 翼 展 理论 。 


894 雷诺 把 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 作 时 间 平 均 , 提 出 了 灌流 中 有 关 应 力 的 概念 ,得 到 了 


雷诺 方程 。 


895 科 特 沃 赫 (D.J.Korteweg) 和 德 弗 里 斯 (G. de Vries) 建 立 了 KdV 方程 。 
901 贝 纳 尔 (H. Benard) 研 究 了 对 流传 热 稳定 性 ,发 现 了 贝 纳 尔 腔 。 
902 熙 可 夫 斯 基 (N. E. Joukowski,1847 一 1921) 导 出 了 熙 可 夫 斯 基 公 式 , 黄 定 了 机 村 


理论 基础 。 


902 库 塔 (M. W.Kutta,1867 一 1944) 提 出 了 机 翼 流动 的 库 塔 条 件 。 
902” 瑞 利 建立 了 流体 力学 的 量 岗 分 析 和 相似 理论 。 
903 ”莱特 兄弟 (W. Wright,1867 一 1912; O. Wright,1871 一 1948) 成 功 完 成 了 人 类 第 


一 次 飞行 。 


903” 齐 奥 尔 科 夫 斯 基 (K. A. Tsiolkovsky,1857 一 1935) 导 出 了 火箭 运动 基本 公式 和 


第 一 宇宙 速度 。 


904 普 朗 特 (L. Prandtl,1875 一 1953) 建 立 了 边界 层 理论 。 

905 普 朗 特 建成 了 超 音 速 风 洞 (马赫 数 为 1. 5)。 

910 冯 “。 卡 门 (Th. von Karman,1881 一 1963) 建 立 了 卡门 涡 衔 理论 。 

908” 瑞 利 和 索 末 菲 (A. Sommerfeld,1868 一 1951) 研 究 了 平行 流 的 稳定 性 ,导出 了 索 


末 菲 方程 。 


916 一 1917 查 普 曼 (S. Chapman) 和 恩 斯 库 格 (D. Enskog) 分 别 独立 地 求解 了 玻 尔 效 


曼 积 分 微分 方程 ,得 到 了 气体 的 黏 性 系数 和 导热 率 等 输 运 系数 。 


921 泰勒 (G.I Taylor,1886 一 1975) 提 出 了 涡流 统计 理论 的 基本 概念 。 
923 泰勒 研究 了 同心 圆 简 间 旋转 流动 稳定 性 ,发 现 了 泰勒 涡 。 
924 爱 因 斯 坦 (A. Einstein,1879 一 1955) 提 出 了 理想 玻 色 气体 的 玻 色 - 爱 因 斯 坦 凝 


聚 ,开创 了 量子 超 流 体 的 研究 。 
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926 普 朗 特 提 出 了 潢 流 的 混合 长 度 理论 。 

931 昂 色 格 (L. Onsager,1903 一 1976) 从 微观 哈密 顿 方程 的 可 逆 性 出 发 建立 了 不 可 
逆 过 程 的 线性 唯 象 关 系 中 的 各 系数 间 的 互 易 关 系 。 

937 朗 道 (L.D. Landau,1908 一 1968) 提 出 了 等 离子 流体 的 输 运 方程 一 一 朗 道 方程 。 
938 卡 皮 查 (P.L.Kapitza,1894 一 1984) 发 现 了 液 氨 在 低温 下 转变 为 具有 超 流 性 的 液 
氨 开 ,开创 了 量子 超 流体 的 实验 研究 。 

938 弗 拉 索 夫 (A. A. Vlasov) 提 出 了 等 离子 流体 的 输 运 方程 一 一 弗 拉 索 夫 方 程 。 
940 周 培 源 (1902 一 1993) 创 建 了 涡流 模式 理论 。 

941 科 尔 莫 苞 罗 夫 ( A. N. Kolmogorov,1903 一 1987) 提 出 了 局 域 各 向 同性 涡流 理论 。 
941 钱学森 (1911 一 2009) 和 冯 “。 卡 门 导出 了 机 村 理 论 的 卡门 - 钱 公式 。 

941 当道 提出 了 解释 液 氨 开 的 超 流 性 的 二 流体 唯 寡 模型 ,建立 了 量子 超 流 体 的 流体 
力学 方程 。 

941 一 1947 梅 克 斯 纳 (J. Meixer) 、 普 里 高 京 (I. Prigogine,1917 一 2003) 等 综合 了 昂 色 
格 及 其 他 人 的 成 果 , 建 立 了 线性 不 可 逆 过 程 热力 学 ,提出 了 流体 的 热力 学 方程 一 一 能 量 平衡 
方程 和 粒 平 衡 方程 。 

949 昂 色 格 提 出 了 量子 玻 色 流体 的 速度 环 量 的 量子 化 理论 。 

953 一 1956 ” 费 恩 曼 (R.P. Feynman,1918 一 1988) 提 出 了 解释 液 氨 开 的 超 流 性 的 微观 
量子 理论 。 

956 朗 道 提出 了 费 米 液体 理论 ,建立 了 费 米 液 体 的 输 运 方程 。 

961 韦 仑 (W.F. Vinen) 从 实验 上 验证 了 液 氨 下 中 的 速度 环 量 是 量子 化 的 。 

963 ” 洛 伦 疹 (E. N. Lorenz,1917 一 2008) 发 现 了 混沌 和 奇怪 吸引 子 。 


1.2 流体 的 性 质 


1.2.1 流体 具有 易 流 动 性 


两 个 分 子 间 的 相互 作用 势能 指 的 是 一 个 分 子 的 电子 .原子核 和 另 一 个 分 子 的 电子 ,原子 
核 之 间 的 库仑 相互 作用 势能 的 总 和 。 当 两 个 分 子 之 间 的 间距 比较 小 时 ,一 个 分 子 的 原子 核 
与 另 一 个 分 子 的 原子 核 之 间 的 库仑 排斥 力 大 于 一 个 分 子 的 原子 核 与 另 一 个 分 子 的 电子 之 间 
的 库仑 吸引 力 , 导 致 净 的 排斥 相互 作用 ,相互 作用 总 势能 为 
正 ; 当 两 个 分 子 之 间 的 间距 比较 大 时 ,可 以 看 成 电 偶 极 子 , 它 
们 之 间 的 相互 作用 平均 说 来 是 吸引 的 ,因此 相互 作用 总 势能 
为 负 。 分 子 之 间 的 相互 作用 势能 u 随 着 两 个 分 子 的 接近 而 迅 
速 增加 ,体现 了 分 子 的 相互 不 可 穿 过 性 。v 随 着 距离 的 增加 而 Wy 


迅速 减 小 ,在 很 大 的 距离 下 按 “~ 点 的 规律 减 小 。 


最 简单 的 分 子 势能 为 伦 纳 德 -琼斯 (Lennard-Jones) 势 能 ”图 1.2.1 伦 纳 德 -琼斯 势能 
(图 1.2.1): 
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oe «[ (2) (5)] (1.2-1) 

式 中 ,e 和 为 常数 。 伦 纳 德 -琼斯 势能 可 用 来 描述 惰性 气体 分 子 之 间 的 相互 作用 。 

从 分 子 之 间 的 相互 作用 势能 ,我 们 看 到 : 

(1) 在 足够 高 的 温度 下 ,分 子 的 动能 远大 于 分 子 之 间 的 相互 作用 势能 。 分 子 之 间 的 距 
离 较 远 ,其 势能 为 负 , 分 子 运动 接近 于 自由 运动 ,不 能 形成 分 子 集团 ,我 们 把 这 样 的 状态 称 为 
气态 。 因 此 气体 没有 固定 的 形状 和 体积 ,易于 压缩 。 

(2) 随 着 温度 的 降低 和 气体 的 压缩 ,分 子 的 动能 降低 ,分子 之 间 的 间距 减 小 ,分 子 之 间 
的 相互 作用 势能 增加 。 当 温度 足够 低 时 ,分子 的 动能 与 分 子 之 间 的 相互 作用 势能 变 成 同一 
数量 级 ,开始 形成 分 子 集团 。 随 着 温度 的 进一步 降低 ,分子 集 团 越 来 越 大 。 当 温度 降低 到 某 
一 个 临界 温度 时 ,无 穷 大 的 分 子 集团 形成 了 ,一 个 新 的 状态 出 现 了 ,我 们 把 新 出 现 的 状态 称 
为 液态 ,把 这 样 的 状态 转变 称 为 气 - 液 相 变 。 在 液态 ,分 子 虽然 在 各 自 的 平衡 位 置 附近 作 较 
大 振动 ,但 分 子 在 一 个 固定 的 平衡 位 置 附近 的 振动 只 能 保持 一 个 短暂 的 时 间 , 分 子平 衡 位 置 
并 不 固定 , 相 邻 的 分 子 可 以 交换 位 置 .分 子 可 以 在 整个 液体 内 部 运动 ,因此 液体 无 一 定 的 形 
状 ,但 具有 一 定 的 体积 ,很 难 压 缩 。 

(3) 在 液态 ,如 果 进 一 步 压缩 液体 ,分 子 之 间 的 相互 作用 势能 进一步 增加 , 相 邻 分 子 之 
间 的 位 置 交换 变 得 越 来 越 困 难 。 当 把 液体 压缩 到 一 定 程度 时 ,分 子 之 间 的 相互 作用 势能 远 
大 于 动能 , 相 邻 的 分 子 不 再 可 能 交换 位 置 ,分子 只 能 在 各 自 固定 的 平衡 位 置 附 近 作 微 振动 ， 
我 们 把 新 出 现 的 这 种 状态 称 为 固态 ,把 这 样 的 状态 转变 称 为 液 - 固 相 变 。 因 此 固体 具有 一 
定 的 形状 和 体积 ,很 难 压 缩 。 当 有 外 力作 用 在 固体 上 时 ,有 微小 的 变形 出 现 。 

(4) 在 液态 和 气态 ,很 小 的 切 应 力 可 产生 任意 大 的 变形 。 流 体 在 静止 时 不 能 承受 切 应 
力 , 固 体 在 静止 时 能 承受 切 应 力 。 

(5) 由 于 流体 分 子 之 间 极 为 短程 的 相互 作用 ,从 微观 角度 看 ,流体 内 部 的 任意 两 个 相 邻 
部 分 之 间 的 动量 输 运 只 是 通过 其 分 界面 两 侧 附 近 厚 度 为 零点 几 个 纳米 (nm) 的 分 子 层 内 的 
分 子 之 间 的 相互 作用 而 实现 的 。 从 宏观 角度 看 ,流体 内 部 任意 两 个 相 邻 部 分 的 相互 作用 可 
以 近似 为 表面 力作 用 。 因 此 流体 的 表面 力 来 自流 体 分 子 之 间 极 为 短程 的 相互 作用 。 


1.2.2 流体 中 的 不 可 逆 过 程 


自然 界 的 一 切 宏观 过 程 都 存在 能 量 耗 散 ,都 是 不 可 逆 过 程 。 当 流体 中 存在 速度 差 时 , 速 
度 高 的 部 分 将 向 速度 低 的 部 分 输 运 动量 ,因此 相 邻 两 层 流体 间 将 产生 黏 性 应 力 。 当 流体 混 
合 物 中 存在 某 组 元 浓度 差 时 ,浓度 高 的 部 分 将 向 浓度 低 的 部 分 输 运 该 组 元 物质 ,这 种 现象 称 
为 扩散 。 当 流体 中 存在 温度 差 时 ,温度 高 的 部 分 将 向 温度 低 的 部 分 输 运 能 量 , 这 种 现象 称 为 


1.2.3 流体 分 类 


流体 按照 其 物理 性 质 可 分 为 两 类 , 即 简单 流体 和 复杂 流体 。 

简单 流体 (牛顿 流体 ) : 分 子 量 较 小 ,遵守 牛顿 黏 性 定律 。 例 子 : 水 、 空 气 。 

复杂 流体 ( 非 牛顿 流体 ): 黏 性 系数 在 剪 切 速率 变化 时 不 能 保持 为 常数 的 流体 。 分 子 量 
较 大 ,不 遵守 牛顿 黏 性 定律 。 例 子 : 聚合 物 .生物 流体 。 
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1.2.4 流体 运动 分 类 


1. 层 流 

当 流 速 很 小 时 ,微小 外 干扰 会 随时 间 的 流逝 而 衰减 并 最 终 消 失 ,各 层 质 点 间 互 不 干扰 ， 
流体 分 层 流动 , 互 不 混合 ,流体 的 流 线 连续 而 平滑 , 称 为 层 流 , 是 流体 的 一 种 流动 状态 。 层 流 
是 稳定 的 , 流 场 中 各 种 相关 物理 量 的 变化 较为 缓慢 ,表现 出 明显 的 连续 性 和 平稳 性 。 

2. 满 流 

当 流 速 增加 到 一 定 值 时 ,微小 外 干扰 不 但 不 会 随时 间 的 流逝 而 衰减 ,而 且 还 增长 ,使 各 
层 质点 间 互 相干 扰 ,流体 的 流 线 开 始 出 现 波浪 状 的 摆动 ,摆动 的 频率 及 振幅 随 流 速 的 增加 而 
增加 。 当 流速 增加 到 足够 大 时 ,虽然 流体 继续 向 前 流动 ,但 不 断 增长 的 外 干扰 使 流体 各 层 之 
间 有 着 剧烈 的 摊 混 ,流体 质点 作 不 规则 的 随机 运动 ,其 运动 轨迹 极 不 规则 ,速度 的 方向 和 大 
小 都 随时 间 而 变化 ,不 仅 有 沿 流动 方向 的 分 量 ,还 有 垂直 于 运动 方向 的 分 量 , 而 且 流 场 中 出 
现 了 许多 小 涡 。 我们 把 这 种 不 规则 的 流体 运动 称 为 满 流 。 


1.2.5 连续 介质 近似 


组 成 宏观 流体 的 分 子 数 量 十 分 巨大 , 跟 阿 伏 伽 德 罗 (Avogadro) 常 数 是 同一 数量 级 , 即 
N 一 102 ,描述 系统 的 微观 自由 度 为 同一 数量 级 。 因 此 要 对 流体 作 详尽 的 微观 描述 是 十 分 
困难 的 。 幸 好 在 流体 力学 中 所 研究 的 流体 和 固体 都 是 宏观 尺度 的 ,远大 于 流体 分 子 之 间 的 
平均 间距 ,因此 可 以 忽略 流体 的 分 立 结构 ,把 流体 当成 连续 介质 处 理 。 对 流体 作 宏观 描述 ， 
把 流体 分 解 为 数 日 极 大 的 微 元 ,每 一 个 微 元 都 可 以 看 成 质点 ,然后 把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 流 
体 微 元 。 宏 观 描述 的 变量 仅 为 速度 、 密 度 、 温 度 、 压 强 、 应 力 张 量 等 几 个 变量 ,使 问题 得 到 极 
大 简化 ,这 就 是 连续 介质 近似 的 好 处 。 

上 面 的 流体 微 元 指 的 是 从 流体 中 取 的 微小 体积 元 ,要 求 宏观 上 足够 小 、 微 观 上 足够 大 到 
包含 极 多 的 分 子 , 但 仍然 是 宏观 物体 。 特 别 是 , 微 元 的 位 移 是 指 整 个 体积 元 的 位 移 ,而 不 是 
其 中 各 个 分 子 的 位 移 。 这 样 我 们 可 以 定义 流体 的 密度 


= Am 
PAV 


式 中 ,AV 和 Am 分 别 为 微 元 的 体积 和 质量 ,如 图 1. 2.2 所 示 。 
需要 指出 , 式 (1. 2-2) 定 义 的 平均 密度 依赖 于 体积 元 的 体积 AV。 当 AV 比分 子 体积 大 
不 了 很 多 时 ,其 内 的 分 子 数 很 少 ,平均 密度 随 AV 剧烈 波动 。 当 体积 元 的 体积 为 AV = 
(10 3 一 (10)sms 时 ,平均 密度 几乎 不 依赖 于 体积 元 的 体积 ,如 图 1. 2. 3 所 示 。 我 们 把 
这 种 情况 下 得 到 的 平均 密度 定义 为 连续 介质 近似 下 流体 的 密度 。 
p 


(1.2-2) 


O T 
(10-6pma (10-4)3m3 


图 1.2.2 流体 微 元 图 1.2.3 密度 定义 
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【 例 1】 花粉 颗粒 在 水 中 作 布 朗 运动 ,其 直径 为 10 “一 10m, 问 流体 力学 能 和 否 用 于 花 
粉 颗粒 ? 

解 : 室温 下 水 的 密度 为 o 王 103kg/ms ,水 分 子 的 质量 为 m= 二 18X1.67X10 ”kg 二 3.0X 
10-*”kg, 数 密度 为 N/V 二 p/m 二 3. 3X10”m”; ,每 个 水 分 子 占据 的 平均 体积 为 V/N=3.0X 
10-”m 习 ,分 子 间 的 平均 距离 为 一 (V/N) ~~10“，m, 比 花粉 颗粒 直径 小 两 到 三 个 数量 级 ， 
所 以 流体 力学 能 用 于 花粉 颗粒 。 


习题 

1-2-1 研究 下 列 情形 连续 介质 近似 是 否 成 立 : (1) 一 火箭 在 太空 中 飞行 ,已 知 气 体 数 
密度 为 N/V 二 3m 习 ,火箭 尺寸 大 约 为 10m。(2) 已 知 支原体 细菌 在 水 中 运动 ,细菌 尺寸 大 
约 为 100nm。(3) 恒 星 在 银河 系 中 运动 。 已 知 银河 系 是 一 个 具有 涡 旋 结构 的 盘 状 星系 ,恒星 
数 大 约 为 102 ,银河 系 的 半径 大 约 为 10”m。 为 了 解释 银河 系 的 涡 旋 结构 ,1963 年 林家 锤 和 
徐 瑕 生 采 用 连续 介质 近似 ,在 林 德 布 拉 德 (Lindblad) 工 作 的 基础 上 提出 密度 波 理论 ,认为 旋 
辟 是 引力 扰动 引起 密度 波 的 表现 。(4) 星 系 在 宇宙 中 运动 ,星系 数 大 约 为 102 ,宇宙 的 半径 
大 约 为 10*m。 


1.3 局 域 平衡 假设 与 局 域 热 力学 方程 


人 类 对 热 现象 的 认识 首先 源 于 对 火 的 认识 。 早 期 人 类 观察 到 闪电 现象 以 及 导致 的 山 
火 , 发 现 火 能 御寒 ,经 过 火 烤 的 食物 味道 变 得 鲜美 ,而 且 人 吃 后 不 容易 生病 。 早 期 人 类 还 观 
察 到 气候 存在 交替 变化 ,冬天 水 结 成 冰 , 人 感到 很 冷 ,需要 穿 履 盖 物 御寒 ; 夏天 水 蒸发 变 成 
水 蒸气 ,人 感到 很 热 ,为 了 凉快 需要 浸泡 在 水 里 。 这 些 冷 热 现象 是 人 类 最 早 观 察 和 认识 的 自 
然 现象 之 一 。 在 长 期 的 生存 斗争 中 ,人 类 逐渐 认识 到 热 现 象 的 一 些 规律 ,例如 冬天 手 握 一 块 
冰冷 的 石头 ,经 过 一 段 时 间 后 ,感觉 到 石头 不 那么 冰冷 了 ; 通过 摩擦 生火 ,人 类 观察 到 力 的 
移动 会 产生 热 ; 通过 生火 做 饭 , 人 类 观察 到 热 总 是 自发 地 从 高 温 物体 传 到 低温 物体 。 后 来 
科学 家 把 这 些 经 验 规律 上 升 到 理性 认识 ,归纳 成 热力 学 定律 ,例如 把 冬天 手 握 一 块 冰冷 的 石 
头 得 到 的 知识 归纳 成 热力 学 第 零 定律 ,把 摩擦 生火 得 到 的 知识 归纳 成 热力 学 第 一 定律 ,把 生 
火 做 饭 得 到 的 知识 归纳 成 热力 学 第 二 定律 。 从 这 几 个 定律 出 发 ,用 纯 逻 辑 推理 和 其 他 数学 
的 方法 ,推导 出 热力 学 函数 和 热力 学 基本 方程 。 

热力 学 的 基本 思想 如 下 。 

在 不 受 外 界 影响 的 条 件 下 ,热力 学 系统 的 宏观 性 质 不 随时 间 改 变 的 状态 , 称 为 热平衡 
态 。 这 些 稳定 的 “平衡 态 ” 为 确定 的 物理 性 质 如 体积 、 压 强 、 温 度 等 所 表征 ,描述 热力 学 系统 
平衡 态 的 这 些 参 量 称 为 状态 参量 。 热 力学 系统 从 一 个 状态 变化 到 另 一 个 状态 , 称 为 热力 学 
过 程 。 如 果 一 个 热力 学 过 程 进行 得 足够 缓慢 ,以 至 于 系统 在 其 变化 过 程 中 所 经 历 的 每 一 中 
间 状 态 都 无 限 接近 于 热平衡 态 ,这样 的 过 程 称 为 准 静 态 过 程 。 实 际 上 ,如 果 一 个 热力 学 过 程 
所 用 的 时 间 都 远大 于 弛 豫 时 间 ( 从 非 平 衡 态 过 渡 到 平衡 态 所 用 的 时 间 ), 则 在 过 程 中 系统 就 
几乎 随时 接近 于 平衡 态 , 就 可 以 看 成 准 静 态 过 程 。 把 一 个 热力 学 过 程 简化 为 准 静 态 过 程 ,用 
平衡 态 状 态 参量 来 描述 即 可 ,可 以 使 描述 得 到 极 大 简化 。 
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热力 学 第 零 定 律 指出 ,各 自 与 第 三 个 热力 学 系统 处 于 热平衡 的 两 个 热力 学 系统 彼此 处 
于 热平衡 。 热 力学 第 零 定 律 断 言 ,处 在 同一 热平衡 状态 的 所 有 的 热力 学 系统 都 具有 一 个 共 
同 的 宏观 特征 ,这 一 特征 是 由 这 些 互 为 热平衡 系统 的 状态 所 决定 的 一 个 数值 相等 的 状态 函 
数 ,这 个 状态 函数 就 定义 为 温度 。 

能 量 守恒 定律 断言 ,能 量 既 不 会 凭空 创造 ,也 不 会 凭空 消失 ,只 能 从 一 种 形式 转化 为 另 
一 种 形式 ,或 者 从 一 个 物体 转移 到 另 一 个 物体 ,在 转换 和 传递 的 过 程 中 ,其 总 量 不 变 。 能 量 
守恒 定律 是 自然 界 最 普 适 的 定律 之 一 ,对 微观 过 程 和 宏观 过 程 都 成 立 。 热 力学 第 一 定律 是 
能 量 守恒 定律 对 宏观 过 程 的 具体 应 用 。 热 力学 第 一 定律 指出 ,热能 可 以 从 一 个 物体 传递 给 
另 一 个 物体 ,也 可 以 与 机 械 能 或 其 他 能 量 相互 转换 ,在 传递 和 转换 过 程 中 ,能 量 的 总 值 不 变 。 
热力 学 第 一 定律 断言 ,存在 描述 系统 热 运动 能 量 的 状态 函数 一 一 内 能 (焦耳 能 定理 )。 系 统 
内 能 指 的 是 构成 系统 所 有 分 子 的 平 动 能 ,转动 能 ,振动 能 和 分 子 间 相互 作用 势能 的 总 和 。 

考虑 热力 学 系统 经 历 某 一 热 过 程 ,系统 从 外 界 吸 热 Q, 系 统 对 外 界 做 功 A, 系 统 的 内 能 
从 初始 值 E, 变 为 E, ,能 量 守恒 意味 着 吸 热 等 于 内 能 的 增 量 与 系统 对 外 界 所 做 的 功 之 和 , 即 
热力 学 第 一 定律 可 以 表述 为 


Q= AE+A=E,—E+A CL 1 

如 果 系 统 经 历 一 个 元 过 程 ,上 式 化 为 
3Q = dE 十 3A 《人 
注意 , 式 中 的 6Q 和 6A 是 无 穷 小 量 , 但 不 是 全 微分 ,dE 才 是 全 微分 。 这 是 因为 热 和 功 依赖 

于 过 程 。 
如 果 系 统 经 历 的 是 准 静 态 过 程 , 式 (1.3-1) 和 式 (1.3-2) 分 别 化 为 

Q=AE+| oav i 
3Q = dE+pdV (1.3-4) 


式 中 ,pp 为 压强 ,V， 和 Vs 分 别 为 系统 初 态 和 末 态 的 体积 。 

热力 学 第 二 定律 指出 ,不 可 能 把 热量 从 低温 物体 传 到 高 温 物 体 而 不 引起 其 他 影响 ( 克 劳 
修 斯 表述 ) ,或 者 ,不 可 能 从 单一 热源 吸收 热量 ,使 之 完全 变 为 有 用 的 功 而 不 引起 其 他 影响 
(开尔文 表述 ) 。 克 劳 修 斯 表述 和 开尔文 表述 是 等 价 的 。 一 个 热力 学 系统 由 某 一 初 态 出 发 ， 
经 过 某 一 过 程 到 达 未 态 后 ,如 果 不 存在 另 一 过 程 , 它 能 使 系统 和 外 界 完全 复原 , 则 原 过 程 称 
为 不 可 道 过 程 。 热 力学 第 二 定律 断言 ,一 切 与 热 现象 有 关 的 实际 宏观 过 程 都 是 不 可 逆 的 。 
由 热力 学 第 二 定律 可 以 证 明 卡 诺 定理 : 四 在 相同 高 温 热源 和 低温 热源 之 间 工 作 的 任意 工作 
物质 的 可 逆 热 机 都 具有 相同 的 效率 ; 思 工 作 在 相同 的 高 温 热源 和 低温 热源 之 间 的 一 切 不 可 
逆 机 ,不 管 其 工作 物质 如 何 , 其 效率 都 小 于 可 北 热 机 的 效率 。 使 用 理想 气体 作为 工作 物质 完 
成 可 逆 卡 诺 循环 ,容易 证 明 可 逆 热 机 的 效率 为 


_Q-Q_ TT 
x @ 起 


式 中 ,Q 和 Q 分 别 为 工作 物质 向 高 温 热源 Ti 吸收 的 热量 和 向 低温 热源 T 放出 的 热量 
(绝对 值 )。 
卡 诺 定理 可 以 表示 为 


(1.3-5) 


Qi —Q; TT 了 2 
Re 


(1.3-6) 
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如 果 规 定 工作 物质 吸收 的 热量 为 正 , 放 出 的 热量 为 负 , 那 么 卡 诺 定理 可 以 表示 为 


Qi Q: 
TtT 0 €1.3=7) 
任意 的 可 道 循环 可 视 为 由 无 穷 多 个 无 穷 小 的 可 逆 卡 诺 循环 组 成 。 卡 诺 定 理 意 味 着 克 劳 
修 斯 等 式 


5Q 
$a =0 (1.3-8) 
从 上 式 可 以 定义 态 函 数 焙 S, 即 
_ 6Q a 
= (1.3-9) 
把 式 (1.3-4) 和 式 (1.3-9) 结 合 起 来 ,得 热力 学 基本 方程 
TdS = dE+pdV (1.3-10) 


为 了 在 各 种 不 同 条 件 下 讨论 系统 状态 的 热力 学 特性 ,还 引入 了 一 些 辅助 的 态 函 数 ,如 始 
电 ==E 十 pV, 效 姆 埠 兹 自由 能 下 ==E 一 TS。 代 入 式 (1. 3-10) 得 
dH= TdS+Vdp, dF =— SdT— pdV (1.3-11) 
对 于 非 平衡 态 系 统 ,不 可 能 作 整 体 描述 , 需 把 系统 划分 成 很 多 微 元 。 每 一 个 微 元 在 宏观 
上 足够 小 、 在 微观 上 足够 大 , 仍 是 宏观 系统 。 由 于 流体 分 子 之 间 的 相互 作用 范围 是 极为 短程 
的 ,大 约 只 有 零点 几 纳 米 ,流体 的 两 个 相 邻 微 元 之 间 的 相互 作用 只 是 发 生 在 其 分 界面 两 侧 厚 
度 为 零点 几 纳米 的 分 子 层 内 的 分 子 之 间 ,与 它们 各 自 内 部 的 分 子 之 间 相 互 作用 相 比 是 很 微 
弱 的 ,因此 如 果 系 统 偏离 平衡 态 不 太 远 ,那么 相 邻 的 微 元 之 间 的 相互 热 作 用 比较 慢 ,每 一 个 
微 元 可 以 看 成 处 于 局 域 平衡 态 , 即 有 确定 的 温度 、 压 强 、 化 学 势 . 炉 等 热力 学 态 变 量 一 一 这 就 
是 局 域 平衡 假设 ,如 图 1. 3. 1 所 示 。 由 于 推论 与 实验 结果 相符 ,所 以 局 域 平衡 假设 是 正 
确 的 。 


Bs 
BS 


并 


图 1.3.1 把 非 平衡 态 系统 划分 成 很 多 微 元 


考虑 一 个 微 元 ,其 质量 为 Am ,压强 为 p, 内 能 为 AE, 灼 为 A 采 王 AE 十 pAV。 热 力学 方 
程 为 


TdAS = dAE+pdAV, dAH = TdAS+AVdp (1.3-=12) 
定义 单位 质量 的 体积 、 炉 、 内 能 、 炊 如 下 : 
LS lim oe s = lim a < 一 lim AE 
po Av=0Am Av>0 Am Av>0 Am 
h= limAH= lm 人 SELLAV eb (1. 3-13) 
AV-0 Am av~0 Am op 


微 元 的 热力 学 方程 为 
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Am 


Td(sAm) = d(eAm) 十 od[ 和， d(hAm) = Td(sAm) 十 村 


由 于 Am 不 变 , 上 式 化 为 


了 de 二 ad 人 二 外， 状 二 1 天 平 了 


dp (1. 3-14) 
e 


习题 
1=3=1 定义 单位 质量 的 次 姆 韦 效 自由 能 为 /= lim 人 ,AF 二 AE 一 TAS, 利 用 热力 学 
方程 (1. 3-14) , 求 了 满足 的 热力 学 方程 。 


1.4 拉 格 朗 日 描写 和 欧 拉 描 写 


在 流体 的 宏观 描述 中 ,把 流体 分 解 为 无 穷 多 个 流体 微 元 ,把 每 一 个 微 元 看 成 质点 ,因此 
需要 借鉴 牛顿 力学 中 的 质点 运动 的 描述 来 描述 流体 质点 的 运动 。 为 此 ,我 们 首先 来 回忆 一 
下 牛顿 力学 中 的 质点 运动 的 描述 。 


1.4.1 牛顿 力学 中 的 质点 运动 的 描述 

为 了 描述 质点 的 运动 ,首先 需要 指定 一 个 空间 固定 点 0, 然后 从 点 O 向 质点 已 所 在 位 
置 作 一 矢量 + 二 OP 来 表示 质点 位 置 ,如 图 1. 4. 1 所 示 。 该 矢量 称 为 位 置 矢量 。 

同时 需要 在 空间 各 处 配置 观察 者 和 同步 时 钟 。 

如 图 1.4.2 所 示 , 在 质点 的 运动 过 程 中 ,各 个 观察 者 记录 下 质点 的 到 达 时 刻 和 位 置 和 撩 
量 , 这 样 就 得 到 质点 的 位 置 撩 量 7 随时 间 1 的 变化 规律 , 记 作 


r=r(t) (1.4-1) 
称 为 质点 的 运动 方程 。 
Pp 
a 
O 
图 1.4.1 质点 的 位 置 矢量 图 1.4.2 


把 运动 方程 写成 直角 坐标 系 分 量 
r(t) = x(t) er 十 y(t) ey 十 zx(t) ec， 工 一 TGt)， y= y(t), z= z(t) (1.4-2) 
式 中 e, .e, 和 e- 是 单位 矢量 。 
轨迹 就 是 质点 在 空间 运动 时 描绘 出 的 一 条 曲线 ,相应 的 曲线 方程 称 为 轨迹 方程 。 在 运 
动 方程 中 ,消去 上 即 得 轨迹 方程 


Crzyyyz) 一 0 (1.4-3) 
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1.4.2 拉 格 朗 日 描写 


考虑 一 个 流体 质点 的 运动 ,如 图 1. 4. 3 所 示 。 要 求 一 
个 观察 者 携带 时 钟 和 测量 位 置 矢量 的 装置 , 随 流 体质 点 一 
道 运动 ,观察 者 随时 记录 下 各 个 时 刻 流体 质点 的 位 置 矢 


量 , 这 样 就 得 到 该 流体 质点 的 位 置 矢量 ~> 随 时间: 的 变化 图 1.4.3 流体 质点 的 拉 格 朗 晶 
规律 描写 (ts 这 ts 记 41) 


r=r(ro,t) (1.4-4) 
式 中 ,ro 二 r(t==to)。 
ro 和 1 称 为 拉 格 朗 日 变量 。 如 果 固 定 ro 而 让 1 变化 , 则 得 某 一 流体 质点 的 位 置 7 随时 
间 4 的 变化 规律 。 如 果 固 定 上 而 让 re 变化 , 则 得 同一 时 刻 不 同 流体 质点 的 位 置 分 布 。 流 体 
质点 的 速度 和 加 速度 为 


站 9 六 2 
pf eh 2 
L a Tt), a vd Ba" rot) (1.4-5) 


在 气象 观测 中 广泛 使 用 拉 格 朗 日 法 。 如 在 大 气 中 通过 气球 的 飞行 获取 气象 资料 ,在 港 
湾流 中 用 漂浮 装置 测量 流动 资料 。 


1.4.3 欧 拉 描写 


1. 欧 拉 描 写 
如 图 1.4.4 所 示 , 在 空间 中 的 每 一 点 安排 一 个 携带 时 钟 和 测量 流体 速度 装置 的 观察 者 ， 
要 求 观察 者 记录 下 各 个 时 刻 经 过 该 点 的 流体 质点 的 速度 ,这 样 就 得 到 流体 速度 随时 间 1 的 
变化 规律 
v= vr,t) (1.4-6) 
这 里 r 和 1 称 为 欧 拉 变 量 。 公 式 描写 的 是 经 过 各 个 空间 固定 点 的 各 个 流体 质点 的 速度 。 
欧 拉 法 相当 于 场 描述 法 。 要 完全 描写 流体 运动 需要 知道 压强 场 、 密 度 场 和 温度 场 
p=p(rt), p= prt), T= T(r,) (1.4-7) 


2. 随 体 导数 

现在 我 们 使 用 欧 拉 描写 来 写 出 流体 质点 的 加 速度 , 即 用 一 些 与 空间 固定 点 相关 的 量 来 表示 。 

如 图 1. 4.5 所 示 ,考虑 一 个 流体 质点 ,在 时 刻 :, 流 体质 点 位 于 ~ 处 ,该 处 的 观察 者 记录 
下 的 速度 为 v(r,1)。 在 下 一 时 刻 :十 d ,流体 质点 运动 到 r 十 dr 处 ,该 处 的 观察 者 记录 下 的 
速度 为 wv(r 十 dr,t 十 dz)。 根 据 牛 顿 力学 中 的 质点 加 速度 的 定义 ,该 流体 质点 的 加 速度 为 


加 >， 名 en 
mm 国 dr 
名 wm 


Pp 


Vr,D) / P ur 


/ 
rn\ nm/ | r 7/ 
NY rtdr 
/ / 
-一 “为 Us 
O 0 


图 1.4.4 流体 质点 的 欧 拉 描 写 图 1.4.5 一 个 流体 质点 的 加 速度 
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dv _ VCr 十 dr,t 十 di) 一 wCr:t) 


a 


dt dt 
av(Cr:i) ，avCrti) dr | 9v(rD) dy | 9v(7,0) dz 
ot ox dt 9y dt gz dt 
总 网 | i i 各 
根据 牛顿 力学 中 的 质点 速度 的 定义 , 字 、 守 和 地 是 流体 质点 的 瞬时 速度 分 量 ,因此 加 速度 
写 为 
9Ov(Cr:t) | VT) ，onCr:i) | 9v(r,1) 
了 Bz Pe EE yt az Uz 
9 9 9 9 9 
(5 Hv 强 Hv, 强 二 ve 六 jo) 攻 Hv. Vu) 
即 
a 一 部 + Vr) (1.4-8) 
dt oat 


式 中 ,号 一 区 十 uv 称 为 随 休 导数。 我 们 来 探讨 它 的 物理 意义 ， 它 由 两 部 分 组 成 , 即 空间 


固定 点 的 导数 | 元 } 加 上 流 休 质 点 的 运动 导致 的 贡献 ，V。 所 以 a 是 指 跟随 该 流体 质点 一 
块 运动 的 一 个 观察 者 看 到 的 该 流体 质点 的 速度 随时 间 的 变化 率 ,是 用 欧 拉 描 写 写 出 的 加 
速度 。 

同样 ,考虑 该 流体 质点 的 任意 物理 量 (7,0) ,如 果 一 个 观察 者 眼 随 该 质点 一 抉 运 动 , 那 
么 观察 者 看 到 的 该 物理 量 随时 间 的 变化 率 为 


ED = (Ft vf (1.4-9) 
在 气象 观测 中 广泛 使 用 欧 拉 法 。 在 世界 各 地 (相当 于 空间 点 ) 设 立 气象 站 。 根 据 统一 时 
间 把 同一 时 刻 观 测 到 的 气象 资料 绘制 成 同一 时 刻 的 气象 图 , 据 此 作出 天 气 预报 。 
1.4.4 两 种 方法 的 优 缺 点 
(1) 欧 拉 法 数学 上 相对 简单 , 拉 格 朗 日 法 数学 上 难于 处 理 。 


原因 如 下 , 对 于 欧 拉 法 ,加 速度 o 一 9? 是 一 阶 导数 ,得 到 的 运动 方程 是 一 阶 偏 和 分 方程 。 


对 于 拉 格 妆 日 法 ,加 速度 a= 瑟 r(n ,是 二 阶 导 数 ,得 到 的 运动 方程 是 二 阶 偏 微分 方程 。 

(2) 拉 格 朗 日 法 描述 的 是 同一 质点 在 不 同时 刻 的 状态 。 欧 拉 法 是 在 固定 的 空间 位 置 上 
观察 流体 质点 的 运动 情况 ,相当 于 场 描述 法 。 

(3) 用 拉 格 朗 日 法 得 到 的 结果 较 多 。 

1.4.5 从 拉 格 朗 日 描写 转换 到 欧 拉 描写 


从 拉 格 朗 日 描写 r 一 r(ro ,2) 反 解 得 
ro 三 moCryt (1.4-10) 


9 
代入 v(ro ‘DF ro ,1 得 
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vro(rst) ,1) = vr,t) (4-11) 
即 为 欧 拉 描写 。 


1.4.6 从 欧 拉 描写 转换 到 拉 格 朗 日 描写 
由 欧 拉 描 写 v 二 wv(r,?) 得 


rp) (1.4-12) 
dt 

积分 得 
r=r(ro,t) (4-13》 


式 中 ,ro 二 r(1 二 to)。 式 (1.4-13) 即 为 拉 格 朗 日 描写 。 

【 例 1】 已 知 欧 拉 描 写 v(r,t) 二 (x 一 51)e; 十 (y 十 21)e,, 求 拉 格 朗 日 描写 ,并 求 用 两 种 
描写 得 到 的 加 速度 。 

解 : 用 欧 拉 描写 得 到 的 速度 为 


积分 后 得 


立 一 4Ae 十 到 十 5， y= Be—2t—2 
式 中 ,A 和 B 为 积分 常数 。 所 以 拉 格 朗 日 描写 为 
r(rosw) 一 (4Ae 十 5 十 5)e- 十 (Be 一 2 一 2)ey 
拉 格 朗 日 变量 为 A.B 和 上:。 用 拉 格 朗 日 描写 得 到 的 加 速度 为 


ba oa? 
je 1 es (Ae; + Be,)e 
有 


从 方程 组 zx 一 Ae 十 5 十 5 和 y= 二 Be 一 24 一 2 反 解 出 A 和 B, 并 代入 上 式 , 得 用 欧 拉 描 写 得 到 
的 加 速度 


ba 
a(ro ,1t) = dr" Tot) 


a(rst) = (zx—5t—5)es++ (y+2t++2)e, 
【 例 2】 已 知 拉 格 朗 日 描写 rCro ,1) 二 (8? 十 At 十 1)es 十 (BL? 一 51 十 3)e,, 这 里 A 和 B 为 
常数 。 求 欧 拉 描写 ,并 求 用 两 种 描写 得 到 的 加 速度 。 
解 : 拉 格 朗 日 变量 为 A、B 和 +。 用 拉 格 朗 日 描写 得 到 的 速度 为 


9 


[ 
oat 
从 方程 组 zx 王 中 十 At 十 1 和 y= 二 Br? 一 51 十 3 反 解 出 A 和 B, 并 代入 上 式 得 欧 拉 描写 


一 /2 Da 
wrt) (2 1)e. + [22 二 3 5), 


也 ma) ( 刀 十 4 十 1)ez 十 (Bi 一 5 十 3)ey] 一 (2 十 A)e- 十 (2Br 一 5)ey 


t 


用 拉 格 朗 日 描写 得 到 的 加 速度 为 
ga2 923 92 
a(ro ,1) 5r(m 1) je es 2e; 十 2Be， 


消去 B 得 用 欧 拉 描 写 得 到 的 加 速度 
5 一 3 


a(r,t) = 2e, +2 > 
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1.4.7 轨迹 


Ul 
1. 轨迹 的 定义 "Ph 
轨迹 就 是 流体 质点 运动 时 所 描绘 出 的 曲线 ,如 图 1.4.6 所 示 。 2 
例如 在 流动 的 水 面 上 撒 一 片 木 悄 , 该 木 届 随 水 流 漂流 的 轨迹 就 是 
某 一 流体 质点 的 运动 轨迹 。 和 
拉 格 朗 日 描写 r=r(r ,给 出 的 就 是 轨迹 。 本 
2. 使 用 欧 拉 描写 得 到 轨迹 
由 欧 拉 描写 v= 二 wv(r,1) 得 
于 = V(r,1), 
坚 = wy 时 = wz,ysD， yt) (1.4-14) 
积分 得 轨迹 
r= r(ro,t) 
从 式 (1.4-14) 消 去 di 得 
dz dy dz 虹 
V(XTsy Tt) vy(T ys zet) Var(CTy yzet) ee 
1.4.8 流 线 
1. 流 线 的 定义 
流 线 上 所 有 流体 质点 在 同一 瞬时 的 速度 与 此 线 相 切 。 例 如 在 流动 水 面 上 同时 撒 一 些 木 
屑 ,这 时 可 看 到 这 些 木屑 将 连 成 若干 条 曲线 ,每 一 条 曲线 表示 在 同一 瞬时 各 水 质点 的 流动 方 


向 线 ,就 是 流 线 。 图 1. 4.7 是 流 线 的 一 些 例子 。 


局 


4 


(9) (d) 
图 1.4.7 流 线 的 一 些 例子 
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2. 流 线 的 微分 方程 


如 图 1. 4. 8 所 示 ,考虑 一 条 流 线 上 的 一 微 段 dr, 与 位 于 该 处 的 流体 质点 的 速度 平行 ,所 
以 有 


drxv=0 (1.4-16) 
用 直角 坐标 分 量 展开 得 
dz dy dz 


Vi(TIYITt)  Uy(Cryyyzyt) veCryyyzyt) 

式 中 /上 是 参数 ,在 积分 时 当 作 常 数 处 理 。: 取 某 一 定 值 就 得 到 该 瞬时 的 流 线 。 

3. 轨迹 和 流 线 的 区 别 

轨迹 给 出 同一 流体 质点 在 不 同时 刻 的 速度 方向 ,而 流 线 给 出 不 同 流体 质点 在 同一 时 刻 
的 速度 方向 。 轨 迹 的 概念 是 和 拉 格 朗 日 描写 相 联 系 的 , 它 是 同一 流体 质点 运动 规律 的 几何 
表示 。 而 流 线 的 概念 是 和 欧 拉 描写 相 联系 的 ,每 一 时 刻 的 流 线 簇 给 出 该 时 刻 流体 运动 的 速 
度 方 向 。 

4. 流 管 

在 流 场 中 任意 取 不 与 流 线 重合 的 封闭 曲线 ,过 曲线 上 各 点 作 流 线 , 所 构成 的 管状 表面 就 
是 流 管 ,如 图 1.4.9 所 示 。 


(1.4-17) 


图 1.4.8 流 线 上 的 一 个 微 段 图 1.4.9 流 管 


1.4.9 定常 流动 

如 果 流 体 运动 的 速度 及 其 他 所 有 相关 物理 量 与 时 间 无 关 ,这 样 的 流动 称 为 定常 流动 。 
作 定 常 流动 的 流体 的 流 线 和 轨迹 一 致 。 

【 例 3】 已 知 流体 速度 "一 (z 十 ex 十 (y 一 Dey, 求 流 线 及 轨迹 。 

解 : 流 线 的 微分 方程 为 


把 : 当成 常数 ,积分 得 


式 中 C 为 积分 常数 。 
轨迹 的 微分 方程 为 
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积分 得 


工 一 4Ae 一 上 一 1，y 一 Be 十 上 十 1 
式 中 A 和 8B 为 积分 常数 。 消 去 上 后 即 得 轨迹 


A hs 
去 二 BCz 十 2) m( 寺 十 过】 


【 例 4】 已 知 流体 速度 v 二 wye: 一 w(x 一 Bi)e,, 这 里 w 和 B 为 常数 。 求 流 线 及 轨迹 。 
解 : 流 线 的 微分 方程 为 


dz = dy 
wy —w(zr—B) 
把 4 当成 常数 ,积分 得 
去 (x 十 部) 一 Biz 一 C 


式 中 C 为 积分 常数 。 


轨迹 的 微分 方程 为 
dz dy 
雪 vy， 半 wo(Z 一 及 ) 
消去 > 得 
全 d(x =B) 
dr ot(z— BB) dr 


上 述 方程 为 圆 频率 为 w 的 简 谐 振动 的 动力 学 方程 ,所 以 解 为 
工 一 及 三 acoswol 十 psinwl， y= —asinwt + Bcoswt 


式 中 a 和 8B 为 常数 。 消 去 上 后 即 得 轨迹 。 
【 例 S】 推导 球 坐 标 系 里 的 流 线 和 轨迹 的 微分 方程 。 
解 : 流 线 的 微分 方程 为 
drxv=0 
由 于 


dr = d(re,) erdr 十 rder， er 三 ersinbcosp 十 eysin0sinp 十 e-cosO 
ee = ercosbcosp 十 evycosgsinp — esing, ep =— esing eycosp 
有 
de- = esd0 十 ersingdp， dr = e,dr eord0 eprsin0dg 
代入 流 线 的 微分 方程 得 
(Cerdr 十 esrd0 十 errsingdp) X (er 十 esue 十 ervg) 一 0 


展开 得 


vedr—vrd0=0, vdr 一 zwrsingdp 一 0， vd0 一 zesingdp = 0 
在 积分 时 上 当 作 常 数 处理 , 得 到 流 线 。: 取 某 一 定 值 就 得 到 该 瞬时 的 流 线 。 


轨迹 的 微分 方程 为 
二 v=e, 入 二 eor PY H eorsing 一 erur 十 egue 十 ervy 


即 
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d dg 
本 w=ry’ rsing Ee 


Ur 


【 例 6】 已 知 在 球 坐 标 系 中 流体 的 速度 为 0 二 erv,(r,0) 十 erve(r,0) , 求 流 线 。 


解 : 把 速度 代入 流 线 的 微分 方程 得 
vedr — vrd0 = 0， vrsinbdg = 0， wssin0dp 一 0 


解 为 
六 一 7r(0)， p=C 
式 中 C 为 积分 常数 。 
【 例 7】 推导 柱 坐 标 系 里 的 流 线 及 轨迹 的 微分 方程 。 
解 : 流 线 的 微分 方程 为 drXv 二 0。 由 


ER = ercosy 十 eysinp， ey =— ersing 十 eycosp 
得 
der = (一 ersinp 十 eycosp)dp 王 erdp， dr 一 dCReg 十 zxe-) 王 egdR 十 erRdp 
代入 流 线 的 微分 方程 得 
(egdR 十 erRdp 十 ecdz) X (egvR 十 erug 十 ev) 一 0 
展开 得 


vodR—vreRdp =0, vdR—vrdz=0, wv.Rdg—vdz=0 


积分 时 1 当 作 常数 处 理 , 得 到 流 线 。1 取 某 一 定 值 就 得 到 该 瞬时 的 流 线 。 


轨迹 的 微分 方程 为 
d dR dz d | | 
3 二 @: EE 十 erR eRVR 十 Ce:v: 十 ervy 
即 
dR dz de 
UR 和 R i 


【 例 8】 在 柱 坐 标 系 中 流体 的 速度 为 v 二 ervr(R,>) 十 ev.(R,z) , 求 流 线 。 


解 : 把 速度 代入 流 线 的 微分 方程 得 
vreRdp = 0, vdR—vrdz=0, vRdp=0 


解 为 
R= R(z), gpg=C 
式 中 C 为 积分 常数 。 


习题 


1-4-1 已 知 欧 拉 描写 ww 


0, 计 算 加 速度 。 


3 了 
x+y Vy 2 十 好 » Us 


1-4-2 已 知 欧 拉 描写 v(r,1) 二 (zx 十 3D)e; 十 (y 一 41)e,, 求 拉 格 朗 日 描写 ,并 求 在 两 种 描 


写 中 的 加 速度 。 


1-4-3 已 知 拉 格 朗 日 描写 r(ro,1) 二 (Ae' 十 1 十 4)e; 十 (BL 十 1 十 3)e,, 这 里 A 和 B 为 常 


数 。 求 欧 拉 描写 ,并 求 在 两 种 描写 中 的 加 速度 。 


1-4-4 已 知 流体 速度 v(r,1) 二 (47 一 51)e; 十 (2y 十 t)e,, 求 流 线 及 轨迹 。 


A 
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1-4-5 已 知 流体 速度 v(r,1) 二 (y 一 1)e; 十 (2z 十 1)e,, 求 流 线 及 轨迹 。 

1-4-6 已 知 流体 速度 v= 二 (Br 十 )es 十 (一 By 一 上 )e,, 这 里 B 为 常数 。 求 流 线 及 轨迹 。 
提示 : 把 zx 和 y 分 别 设 成 Aes 十 CE 十 Dt 十 EE 形式 ,这 里 A、B、C.D 和 为 待定 常数 。 

1-4-7 已 知 流体 速度 v= ye; 一 zxe,, 求 流 线 并 夯 出 流 线 簇 。 

1-4-8 台风 的 速度 场 在 极 坐标 系 中 可 表示 为 


式 中 a 和 /为 常数 。 证 明 流 线 的 方程 为 对 数 螺 线 "一 Ce 名 ,这 里 C 为 常数 。 


1-4-9 在 柱 坐 标 系 下 流体 速度 为 wm 一 叶 滁 ,一 尖 史 ,一 0, 证 明 流 线 的 方程 为 Ti 本 一 


GC,z=C ;这 里 CG 和 C 为 常数 。 


1.5 涡 量 与 速度 环 量 


自然 界 在 广阔 的 范围 内 存在 涡 旋 现象 ,小 到 只 有 几 个 纳米 的 液 氨 开 量子 涡 , 大 到 儿 百 米 
的 龙卷风 、 几 百 千 米 的 台风 、 几 万 千 米 的 木星 上 的 大 红斑 ,直到 几 十 万 光 年 的 涡 旋 星系 。 人 
类 对 涡 旋 的 认识 始 于 史前 时 期 ,是 从 观察 龙卷风 和 台风 这 样 的 涡 旋 造成 的 严重 的 自然 灾害 
开始 的 。 大 诗人 李白 (701 一 762) 在 诗 《 公 无 渡河 》 中 写 道 :“ 黄 河西 来 决 昆 仑 , 史 哮 万 里 触 龙 
门 。 波 滔天 , 芜 次 啼 。 大 一 理 百川 , 儿 啼 不 突 家 。 杀 注 潭 洪水 ,九州 始 看 麻 。…… ”著名 文学 
家 苏轼 (1037 一 1101) 在 ( 百 步 洪 二 首 ) 中 写 道 :“ 长 洪 斗 落 生 跳 波 , 轻 舟 南 下 如 投 梭 。 水 师 绝 
叫 抱 雁 起 , 乱 石 一 线 争 磋 麻 。 有 如 免 走 鹰 华 落 ,骏马 下 注 千 丈 坡 。 断 弦 离 柱 箭 脱 手 , 飞 电 过 
隙 珠 翻 荷 。 四 山 眩 转 风 掠 耳 , 但 见 流 沫 生 千 涡 。…… ”宋朝 诗人 范 成 大 在 诗 ( 刺 溃 淖 ) 中 写 
道 :“ 峡 江 人 饶 暗 石 , 水 状 日 千 变 。 不 愁 滩 泥 来 ,但 恢 汗 淖 见 。 人 言 盘 涡 耳 , 夷 险 顾 有 间 。 仍 于 
非 时 作 ,未 可 一 理 贯 。 安 行 方 毁 雪 ,无 事 忽 翻 练 。 突 如 汤 易 沸 ,合作 茶 麻 旋 。 势 迫 中 成 洼 ,经 
者 外 始 举 。 已 定 稍 安慰 , 估 作 更 惊 眩 。 漂 漂浮 沫 起 , 疑 有 潜 鲜 史 。 撮 过 骇 浪 腾 , 复 恐 把 效 
生 ”人 类 对 这 些 危害 的 忍 惧 从 史前 一 直 延 续 到 现代 。 

涡 旋 是 流体 力学 最 常见 的 现象 。 近 代 力 学 的 葛 基 人 之 一 \ 德 国力 学 家 普 朗 特 的 学 生 、 空 
气动 力学 家 届 西 曼 (D. Kiichemann) 曾 经 说 过 :“ 涡 旋 是 流体 运动 的 肌 腿 (Vortices are the 
sinews and muscles of fluid motions) 。” 普 朗 特 的 另 一 位 学 生 、 北 京 航空 航天 大 学 陆 士 嘉 教 
授 则 更 进一步 指出 :“ 流 体 的 本 质 就 是 涡 , 因 为 流体 经 不 住 搓 ,一 搓 就 搓 出 了 涡 。” 这 句 话 指出 
流体 运动 中 出 现 涡 旋 的 原因 是 “ 搓 ”, 即 作用 在 流体 上 的 切 应 力 。 涡 在 流体 边界 区 域 产生 ，: 
流体 绕 过 固体 表面 时 会 在 表面 附近 的 薄 层 内 产生 涡 ; @ 流 体 流 经 突变 的 边界 时 会 产生 速 
度 间 断层 ,从 而 产生 涡 ; @ 绕 流 物体 后 部 区 域内 由 于 边界 层 分 离 会 产生 涡 。 

例如 , 当 流 体 以 足够 低 的 流速 绕 过 圆柱 时 ,圆柱 上 下 游 的 流 线 前 后 对 称 ; 随 着 流速 的 增 
加 ,圆柱 上 下 游 的 流 线 逐 渐 失 去 对 称 性 ; 当 流 速 足 够 大 时 , 沿 圆柱 表面 流动 的 流体 在 到 达 圆 
柱 顶 点 附近 时 分 离 ,在 圆柱 下 游 形成 一 对 固定 不 动 .旋转 方向 相反 的 涡 , 称 为 附着 涡 ; 当 流 
速 进一步 增加 到 足够 大 时 ,附着 涡 瓦解 ,圆柱 后 缘 周 期 性 地 脱落 出 旋转 方向 相反 、 交 替 排 列 
的 两 列 涡 阵 , 称 为 卡门 涡 街 。 卡 门 涡 街 是 流体 力学 中 重要 的 现象 ,在 自然 界 中 当 流 体 绕 流 物 
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体 时 常 可 遇 到 ,如 当 洋 流 被 岛屿 挡住 去 路 时 ,水 流 过 桥墩 时 , 风 吹 过 高 塔 \ 烟 向、 电线 时 都 会 
形成 。 
再 例如 ,一 个 盛 满 水 的 水 池 放 水 时 ,水 面 将 开始 旋转 形成 涡 旋 。 
当然 , 涡 旋 有 害 也 有 利 。 早 在 五 百年 前 达 ， 芬 奇 就 已 经 指出 ,在 人 体 主 动脉 办 开启 时 ， 
主动 脉 罕 内 的 血液 流动 形成 的 涡 使 主动 脉 淤 在 射 血 结 束 时 关闭 。 还 有 在 水 利 工程 中 , 急 演 
而 下 的 水 流通 过 水 坝 的 汇 水 口 时 ,为 保护 坝 基 不 被 冲 坏 ,采用 消 能 设备 在 泄 水 口 附 近 人 为 地 
制造 涡 旋 以 消耗 水 流 的 动能 。 还 可 以 利用 涡 旋 的 旋转 运动 来 加 快 化 学 反应 物质 的 混合 ,以 
加 快 化 学 反应 的 速度 。 

达 。 芬 奇 最 早 观 察 到 汕 流 的 多 尺度 结构 ,他 写 道 :“ 小 涡 的 数目 多 得 几乎 数 不 过 来 , 流 
体 中 大 尺度 的 流动 只 是 由 大 涡 旋 转 的 ,而 不 是 由 小 涡 旋 转 的 ,流体 中 小 尺度 的 流动 既是 由 小 
涡 旋 转 的 ,又 是 由 大 涡 旋 转 的 ,” 满 流 由 许 许多 多 不 同 尺度 的 涡 旋 运 动 释 加 而 成 。 在 运动 过 
程 中 ,大 尺度 的 涡 不 断 地 从 主流 获得 能 量 ,并 且 分 裂 成 小 涡 , 较 小 尺度 的 涡 破 裂 后 形成 更 小 
尺度 的 涡 。 而 最 小 尺度 的 涡 则 由 于 黏 性 耗损 逐渐 消失 ,其 所 带 的 能 量 转化 为 热能 ,整个 过 程 
是 涡 不 断 产 生 一 分 裂 一 消灭 并 且 能 量 逐 渐 向 小 的 涡 传 递 ,最 终 转化 为 热能 的 过 程 。 在 1922 
年 , 理 查 森 (Lewis Fry Richardson) 写 了 一 首 诗 表达 这 一 思想 ; 


Big whorls have little whorls, 


Which feed on their velocity; 
And little whorls have lesser whorls, 
And so on to viscosity。 


自然 界 涡 旋 尺度 小 到 纳米 量 级 ,大 到 光 年 量 级 , 见 表 1. 5. 1。 
表 1.5.1 自然 界 中 的 涡 旋 例子 


自然 界 涡 旋 例子 尺度 自然 界 涡 旋 例子 尺度 
最 大 的 涡 旋 星系 几 十 万 光 年 飞机 尾 涡 几 十 米 
木星 大 红斑 几 万 千 米 尘 卷 几米 
温带 气旋 几 千 千 米 澡 盆 涡 旋 几 十 厘米 
台风 几 百 千 米 水 昌 涡 旋 几 厘 米 
海洋 涡 旋 几 十 千 米 最 小 的 湛 流 涡 几 毫 米 
岛屿 的 涡 街 几 千 米 液 氨 下 量子 涡 几 纳米 
龙卷风 几 百 米 


1.5.1 流体 的 涡 旋 运 动 的 描述 


1. 刚体 运动 的 描述 
为 了 描述 流体 的 涡 旋 运 动 ,我 们 先 考虑 相对 比较 简单 的 刚体 的 运动 。 从 刚体 力学 可 知 ， 
一 个 自由 刚体 的 任 一 位 移 可 以 分 解 为 刚体 的 任 一 点 的 平 动 位 移 加 上 绕 该 点 的 转动 位 移 。 因 
此 一 个 自由 刚体 的 任 一 点 了 的 速度 % 可 以 分 解 为 刚体 的 任 一 参考 点 K 的 平 动 速度 v。 加 上 
绕 该 点 的 转动 速度 w Xr, 即 
v= Do wxr C1,.5=1) 
式 中 ,w 为 刚体 绕 参考 点 KK 转动 的 瞬时 角速度 .r 为 P 点 相对 于 参考 点 开 的 位 置 矢量 。 刚 
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体力 学 证 明 ,w 与 参考 点 K 无 关 。 
利用 矢量 公式 VX (aXb) 二 a(V*b) 一 b(V* aq) 十 (b* Wa 一 (a* Wb 得 


wm- 坟 WX. Cl.5=2) 
因此 
口 一 mm 十 于 (XXXr (1.5-3) 


2. 流体 的 涡 旋 运动 的 描述 

流体 的 运动 要 比 刚体 的 运动 复杂 ,这 是 因为 流体 在 运动 过 程 中 有 变形 。 因 此 流体 的 运 
动 可 以 分 解 为 平 动 .转动 加 上 变形 。 

考虑 流体 的 一 个 微 元 ,其 上 的 任 一 参考 点 K 的 位 置 撩 量 为 7 , 平 动 速 度 为 u(r,1), 微 元 
上 的 任 一 点 PP 相对 KK 点 的 位 置 矢量 为 5r, 平 动 速度 为 v(r 十 6r,1) ,如 图 1. 5.1 所 示 。 


图 1.5.1 流体 的 一 个 微 元 
由 于 6r 是 小 量 ,我 们 作 泰勒 展 开 , 并 忽略 高 阶 项 ,得 


V(ri+or,t) = v(r,t) + L207 + S20y + Sud 
az ay 5z 
例如 
vr、 vz Orz、 Ov 
vr 二 6r,t) V(r92) + 5 证 By Sy 十 7 6z = vr(r,1)+ 了 or 
Dv oar 
11au _aw 1 /av ov, 
利用 3 [2 种 2 二 zx /得 


8 ao ao、 
ur 二 br,0) =v (rt) 十 交 8x 十 二 |( 2 jay (有 站 jiz]; 


lz 区 + (过 + 王 =] 


9 
=vwe(rs 引 十 卉 [CW v0) x dr + 二 [于 + or (1.5-4) 


As 
是 否 绕 自身 轴 旋 转 。 从 刚体 的 运动 速度 式 (1.5-3) 我 们 看 到 , 式 (1.5-4) 中 去 (VX v)X6r 可 


以 解释 为 绕 参 考点 的 转动 速度 。 因 此 判断 流体 微 元 本 身 是 否 绕 自 身 轴 旋转 的 物理 量 就 是 
QO=VXv 《1.5-8) 
我 们 称 之 为 涡 量 。 如 果 把 一 个 很 小 的 刚体 十 字 架 放 在 VX v 不 为 零 的 地 方 , 它 会 旋转 ,并 检 
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测 到 流体 的 涡 旋 运动 。 
不 同 于 刚体 , 微 元 在 运动 过 程 中 会 变形 ,因此 式 (1. 5-4) 的 物理 意义 是 , 任 一 点 的 速度 


可 以 分 解 为 参考 点 的 平 动 速度 v(r,1) , 绕 参考 点 的 转动 速度 5 一 于 (YX 0)X6r, 以 及 变形 
速度 av, 即 


VCr 十 Sr,t) 一 Tri) 十 9 十 dv CL.5=06) 
所 以 绕 参 考点 的 转动 速度 和 变形 速度 分 别 为 
bi 一 于 (YXo) Xr， Guo 一 去 [ 实 +w， ar (1.5-7) 


在 第 4 章 我 们 将 看 到 ,变形 速度 与 黏 性 应 力 有 关 。 
下 面 列 出 常见 坐标 系 里 的 涡 量 表达 式 。 
(1) 直角 坐标 系 


9 9 9 
0=vnu C 元 十 e 车 He 区 jx (eus 十 eyoy + ev:) 
Du。 _ gu， au 9v), fauw am 
ec[( 叶 上 | De ar)t Bs 3 EE C15=8y 


(2) 柱 坐 标 系 


9v: _ 9(Rv,)], ( 敬 纺 )+。 9(Rvs) 1 9vR - 
0 = er R [3 3 ]+ a e [让 3 下 se| (1.5-9) 
(3) 球 坐标 系 
9Cvssin0) 9ve gu _ 1 9(rve)] 
0 一 0[ 90 ap]+ os 9g r Dr ] 
1 Im) 1 ov 
[= 和 0 (1.5-10) 
3. 涡 的 定义 


虽然 涡 旋 运动 由 涡 量 来 描述 这 一 点 已 经 没有 争议 ,但 一 个 大 家 一 致 公认 的 涡 的 定义 并 
不 存在 。 这 里 我 们 给 出 一 个 直观 的 定义 : 存在 一 个 涡 量 集中 区 域 , 称 为 涡 核 , 涡 核 周 围 的 流 
体 围绕 涡 核 作 旋 转运 动 ,这 样 的 流体 运动 形态 称 为 涡 。 

【 例 1】 均匀 剪 切 流动 二 ezay ,a 为 常数 ,计算 流体 的 涡 量 。 

解 : 


d=Wv (站 + 六 


ar 


9 
9 区)>x ezQy ae- 


【 例 2】 已 知 圆 管内 流体 的 速度 一 a(R 一 性 一 到 )e-, 式 中 w 为 常数 ,R 为 圆 管 半径 。 
计算 流体 的 涡 量 。 
解 : meal 


9 9 
QA=Vv 已 元 +e. 5 十 机 元 ja 22 —y)e. er2ay + ey2ar 


【 例 3】 在 球 坐 标 系 中 流体 速度 v= 二 ev,(r.,0) 十 evo(7,0) ,计算 流体 的 涡 量 。 
解 : 把 流体 速度 代入 式 (1. 5-10) 得 


ool 


9(rve) 1 au 


qr r 90 
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【 例 4】 在 柱 坐 标 系 中 流体 速度 w 一 egvg (R,z) 十 ev.(R,z) ,计算 流体 的 涡 量 。 
解 : 把 流体 速度 代入 式 (1. 5-9) 得 


【 例 5】 流 休 速 度 为 0(7) 二 fe Xr, 这 里 a 和 w 为 常数 ,计算 流体 的 涡 量 。 
解 : 把 e.=ercosb 一 essin0 代入 已 知 流体 速度 得 
wa’ sing 
Ww=w%w=0, v= 和 


把 上 述 流体 速度 分 量 代 入 式 (1. 5-10) 得 
0 


r 


二 | | 1 9(rv,) 


L was | 2 
@r | a0 ] 5 (er2cosO 十 essin0) 


"Or 


1.5.2 磁感应 线 、 磁 感应 面 、 磁 感应 管 与 磁 通 量 

因为 涡 量 满足 Y .0 =VY. (VX v)==0, 磁 感应 强度 B 满足 磁场 高 斯 定理 V。 B= 二 0, 所 以 
0 与 B 类 似 。 现 在 我 们 利用 这 一 类 比 ,来 讲述 涡 量 。 我 们 首先 复习 一 下 磁感应 强度 。 

对 于 磁感应 强度 ,我 们 可 以 引进 以 下 概念 。 

1. 磁感应 线 

磁感应 线 上 所 有 点 在 同一 瞬时 的 磁感应 强度 B 与 此 线 相 切 。 磁 感应 线 是 闭合 曲线 。 
图 1. 5.2 是 磁感应 线 的 例子 。 

考虑 磁感应 线 上 的 一 微 段 dr( 图 1.5.3), 则 磁感应 线 方程 可 表示 为 


Bxdr=0 Cl =11» 
用 直角 坐标 分 量 展开 得 
dz dy 网 | 
BCzyyyz'i) Bylrryszst) BCzyyyzyti) 相生 


式 中 4 是 参数 ,在 积分 时 当 作 常数 处 理 。 


x 


图 1.5.2 磁感应 线 的 例子 图 1.5.3 磁感应 线 上 的 一 微 段 
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2. 磁感应 面 与 磁感应 管 

在 同一 时 刻 , 过 任 一 条 非 磁感应 线 的 曲线 上 各 点 作 一 系列 的 磁感应 线 , 所 有 磁感应 线形 
成 一 磁感应 面 。 如 果 该 曲线 为 闭合 曲线 ,所 有 磁感应 线形 成 一 管状 磁感应 面 , 称 为 磁感应 
管 ,如 图 1.5-4 所 示 。 

很 显然 ,磁感应 面 上 任 一 点 的 法 线 方向 的 单位 矢量 半 垂 直 于 磁感应 强度 孔 , 即 


7 .及 一 0 (1.5-13) 

3. 磁 通 量 
在 一 曲面 A 上 作 积 分 ja 。ndS, 称 为 磁 通 量 。 这 里 为 该 曲面 上 的 任 一 点 的 法 线 方 

向 的 单位 矢量 。 


注意 ,由 于 站 有 两 个 方向 , 故 磁 通 量 有 两 个 大 小 相同 ,符号 相反 的 值 。 对 于 闭合 曲面 ,我 
们 规定 ,把 n 取 为 方向 指向 闭合 曲面 外 的 单位 矢量 , 故 磁 通 量 是 唯一 的 。 

4， 磁 感应 管 磁 通 量 守恒 定理 

磁感应 管 磁 通 量 守恒 定理 : 在 同一 时 刻 同 一 磁感应 管 的 任 一 截面 上 , 磁 通 量 都 是 相 
同 的 。 

证 : 考虑 一 段 磁感应 管 , 其 两 个 截面 分 别 为 A! 和 A: ,其 侧面 为 A; ,这 三 个 面 上 的 任 一 
点 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 分 别 为 m .mw 和 ns, 如 图 1.5.5 所 示 。 由 于 V， B= 二 0, 用 高 斯 定 
理 得 


| vadav= 和 .mdus=| Bemds+| Be nds+t| B.nidS=0 
V Al A, 43 
因 在 A 上 有 Bn 二 0, 所 以 有 

| B.ndS=0, | B.mdSs -—| B. ndS 

4 4 


此 


得 证 。 


4 


2 B 
@ (b) 


图 1.5.4 磁感应 面 和 磁感应 管 图 1.5.5 一 段 磁感应 管 
(a) 磁感应 面 ; (b) 磁感应 管 
1.5.3 ” 涡 线 、 涡 面 、 涡 管 与 涡 通 量 
类 似 于 磁感应 线 、 磁 感应 面 、 磁 感应 管 与 磁 通 量 ,我 们 可 以 引进 涡 线 、 涡 面 、 涡 管 与 涡 
通 量 。 
1. 涡 线 


涡 线 上 所 有 流体 质点 在 同一 瞬时 的 涡 量 与 此 线 相 切 ,如 图 1. 5.6 所 示 。 
取 涡 线 上 的 一 微 段 dr( 图 1. 5.7) , 则 涡 线 方程 可 表示 为 
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QXdr=0 Cs- 14) 
用 直角 坐标 分 量 展开 得 


dz dy 2 
人 -Crzyyyzst) 0， (zyyzoti) f(xy zt) 


式 中 /上 是 参数 ,在 积分 时 当 作 常 数 处 理 。: 取 某 一 定 值 就 得 到 该 瞬时 的 涡 线 。 


(1.5-15) 


0 
QI “ 


图 1.5.6 涡 线 图 1.5.7 涡 线 上 的 一 微 段 


2. 涡 面 与 涡 管 
在 同一 时 刻 , 过 任 一 条 非 涡 线 的 曲线 上 各 点 作 一 系列 的 涡 线 ,所 有 涡 线形 成 一 涡 面 ,如 
图 1.5. 8(a) 所 示 。 如 果 该 曲线 为 闭合 曲线 ,所 有 涡 线 形成 一 管状 涡 面 , 称 为 涡 管 ,如 图 1. 5. 8(b) 


所 示 。 
很 显然 , 涡 面 上 任 一 点 的 法 线 单位 矢量 n 垂直 于 涡 量 2 , 即 
n.Q=0 (1.5-16) 
3. 涡 通 量 
在 一 曲面 A 上 作 积分 | 0 。 1dS, 称 为 涡 通 量 。 这 里 为 该 曲面 上 的 任 一 点 的 法 线 方 
向 单位 矢量 。 


注意 ,由 于 n 有 两 个 方向 , 故 涡 通 量 有 两 个 大 小 相同 、 符 号 相反 的 值 。 对 于 闭合 曲面 ,我 
们 规定 把 n 取 为 方向 指向 闭合 曲面 外 的 单位 矢量 , 故 涡 通 量 是 唯一 的 。 

4. 涡 管 涡 通 量 守恒 定理 ( 涡 管 强度 守恒 定理 ) 

涡 管 涡 通 量 守恒 定理 : 在 同一 时 刻 同一 涡 管 的 任 一 截面 上 , 涡 通 量 都 是 相同 的 。 

证 : 如 图 1. 5. 9 所 示 , 参 考 磁感应 管 磁 通 量 守 恒定 理 的 证 明 。 

略 。 
通常 又 把 涡 管 的 涡 通 量 称 为 涡 管 强度 。 涡 管 涡 通 量 守 恒定 理 又 称 为 涡 管 强度 守恒 


定理 。 
册 
2 Q 
@® 外 


图 1.5.8 涡 面 和 涡 管 图 1.5.9 一 段 涡 管 
(a) 涡 面 ; (b) 涡 管 
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5. 涡 管 涡 通 量 守恒 定理 的 推论 

根据 涡 管 涡 通 量 守恒 定理 ,可 得 到 以 下 结论 。 

(1) 同一 瞬时 ,对 于 同一 涡 管 来 说 ,截面 积 小 的 地 方 流体 涡 量 大 ,反之 亦 然 。 

(2) 涡 管 截面 积 不 可 能 变 为 零 ,否则 0 二 ,这 是 不 可 能 的 。 所 以 涡 管 不 可 能 在 流体 内 
部 开始 或 终止 ,或 者 说 不 可 能 在 流体 内 部 断 开 。 因 此 涡 管 的 存在 形式 只 可 能 为 : 涡 管 本 
身 首尾 相 接 ,形成 自我 封闭 的 涡 环 或 涡 圈 (图 1. 5. 10(a)), 如 吸烟 者 吐出 的 圆 环形 烟 圈 ; 
回 涡 管 两 端 可 以 终止 于 固体 表面 或 流体 自由 面 上 (图 1. 5. 10(b),(c)); 加 涡 管 伸展 到 无 穷 
远 处 (图 1.5. 10(d)) ,如 龙卷风 一 端 着 地 或 海面 , 另 一 端 高 符 人 云霄 。 


图 1.5.10 涡 管 的 存在 形式 


6. 涡 量 与 磁感应 强度 之 间 的 类 比 

总 结 起 来 ,我 们 得 到 如 下 类 比 : 0 今 B, 磁 感应 线 兮 涡 线 , 磁 感应 面 兮 涡 面 ,磁感应 管 兮 
涡 管 , 磁 通 量 今 涡 通 量 , 磁 感应 管 磁 通 量 守恒 定理 今 涡 管 涡 通 量 守 恒定 理 。 

【 例 6】 已 知 流体 速度 为 v= 二 v.e: ,计算 涡 线 。 

解 : 利用 流体 速度 计算 涡 量 ,得 


QA=e 3 字 
代入 涡 线 方程 得 

dd 

gu- 3 0 

5y 了 
即 

Fed L dy 0， dz 一 0 

积分 得 

ve 一 CI，x= 一 (C2 


式 中 Ci 和 C: 为 积分 常数 。 
【 例 7】 推导 球 坐标 系 里 的 涡 线 的 微分 方程 。 
解 : 参考 1.4 节 例 5。 
【 例 8〗 推导 柱 坐标 系 里 的 涡 线 的 微分 方程 。 
解 : 参考 1.4 节 例 7。 
【 例 9】 接 例 2, 计 算 涡 线 。 
解 : 把 涡 量 代 入 涡 线 方程 得 
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dr _dy 
=2ay 2ar 

积分 得 
好 十 冯 王 ( 


式 中 C 为 积分 常数 。 
【 例 10】 已 知 涡 量 为 9 = 一 e。 
解 : (1) 球 坐 标 系 


3a 
2 


把 涡 量 代入 涡 线 方程 ,得 
Qsdr =0, fd0=0 
即 
dr=0, dy=0 
积分 得 


式 中 Cl 和 Cz 为 积分 常数 。 
(2) 柱 坐 标 系 


把 涡 量 代入 涡 线 方程 ,得 
QsdR=0, fdz=0 
即 
dR=0, dz=0 
积分 得 
局 二 二 
式 中 Cs 和 C4 为 积分 常数 。 
【 例 11】 接 例 5, 计 算 涡 线 。 
解 : 根据 
0 一 (er2cosg 二 ensing) 
得 


3 3 
0, = 2-2cosg0， Qo = -sing, 0 一 0 
六 x 


把 涡 量 代入 涡 线 方程 ,得 


引 sin0, 这 里 U 和 4 为 常数 。 计 算 涡 线 。 


(Ydr — 0,rd0 一 0， frsinbdp = 0， fosin0dp 
即 
singdr — 2rcos0d90 一 0， dp 王 0 
积分 得 
r= Csin0, yg=C; 
式 中 Ci 和 Cz 为 积分 常数 。 
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1.5.4 速度 环 量 


1. 速度 环 量 

描述 流体 的 涡 旋 运动 除了 用 前 面 引 进 的 涡 量 外 ,还 可 
以 用 速度 环 量 。 在 3. 6 节 我 们 将 看 到 ,速度 环 量 对 二 维 机 
翼 升 力 理论 十 分 重要 。 

某 一 时 刻 由 流体 里 的 质点 所 组 成 的 封闭 周 线 CCz) , 称 
为 流体 封闭 周 线 。 在 该 流体 封闭 周 线 上 位 置 为 r 处 的 微 段 
dl 的 元 位 移 为 dr, 速度 为 w= 二 dr/dt:。 由 于 dl 取 dr, 这 里 为 
了 区 分 暂时 将 dl 记 为 5r, 如 图 1. 5. 11 所 示 。 沿 该 流体 封闭 周 线 所 取 的 积分 


牙 至 ud 下 or 下 vr6Xr 十 uy8y 十 ve0x (1.5-17) 
CD) cw 


称 为 沿 该 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 。 速 度 环 量 的 正 负 取决 于 流体 速度 的 方向 以 及 线 积分 所 
取 环 绕 方 向 。 为 统一 起 见 , 规 定 线 积分 绕 逆 时 针 方 向 为 其 正方 向 。 


、 
\ C(t+d?) 


图 1.5.11 流体 封闭 周 线 的 运动 


现在 求 速度 环 量 随 时 间 的 变化 。 由 于 流体 在 流动 ,流体 质点 在 运动 ,因而 流体 封闭 周 线 
PO 因此 有 
dK | dr Re 
dt ce sr = 中 [时 “ va( 鱼 )] (1. 5-18) 
因为 
"ii 他]= ”iu 一 (于 】 《1,. 5=-19) 


把 式 (1. ss 5-18) 得 速度 环 量 的 时 间 变 化 率 


dK _d ar 一 ， r+ ) $a 
de = 也 pu [时 ]= i EE or (1. 5-20) 


式 (1.5-20) 表 明 , 沿 任何 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 随时 间 的 变化 率 等 于 沿 该 周 线 的 加 速度 
环 量 。 

2， 斯 托 克 斯 定理 

斯 托 克 斯 定理 : 任 一 矢量 沿 任 一 封闭 周 线 的 环 量 等 于 该 矢量 的 旋 度 沿 任 一 以 该 周 线 为 
边 的 曲面 的 积分 , 即 


br-a=) eras CL, 5-21) 
§ 
应 用 到 流体 力学 ,得 
bs .dl 一 jw… ds 一 | ds Ci:20 


即 沿 任 一 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 等 于 穿 过 任 一 以 该 周 线 为 边 的 曲面 的 油 通 量 。 
【 例 12】 已 知 不 可 压缩 流体 流动 的 速度 分 布 
Ur a 人 Hz ,vv WW 0 
求 涡 线 方程 。 证 明 沿 zy 平面 上 的 任意 封闭 曲线 的 速度 环 量 为 K 二 一 a(S+ 一 S- )。 其 中 4 
为 常数 ,S+ 和 S- 分 别 为 该 封闭 曲线 位 于 上 半 平 面 和 下 半 平 面 的 面积 。 
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解 : 根据 已 知 速度 计算 涡 量 ,得 


9 9 9 9 
0, Ta Ws 0, 0, Ur 也 az 
9y zx gz qr Vy 十 22 
0 gu，_ gu。 ay 
gar 9y [y+ 
代入 涡 线 方程 ,得 
dz dy yi 二 z 一 dz yi 2 
0 axz ay 
积分 得 


式 中 C 和 Cs 为 积分 常数 。 
在 zy 平面 上 流体 速度 为 v, 二 a|y|,v, 二 v. 二 0, 因 此 沿 zy 平面 上 的 任意 封闭 曲线 的 速 
度 环 量 为 
K = 和 dz =< 1 yd 三 一 afS 一 人 ) 


另 一 种 方法 : 把 以 zy 平面 上 的 任意 封闭 曲线 为 边 的 曲面 取 为 位 于 zy 平面 上 ,其 上 的 
流体 涡 量 为 Q.=0,=0,2. 王 一 asgn(y) ,其 外 法 线 为 n= 二 e:, 所 以 沿 zy 平面 上 的 任意 封闭 
曲线 的 速度 环 量 为 

K bo -dl 1o “dS lacas a sgncwas = 一 a(S+— S-) 


S 


【 例 13】 已 知 平面 极 坐 标 系 下 的 平面 流动 为 
=V- (1 一 和]eow0, 动 v- 人 1 | 所)sin0+ 


式 中 ak 和 V- 为 常数 。 求 沿 任 一 圆周 -=a 的 速度 环 量 。 
解 : 所 求 环 量 为 


2 
K=$ wrdo = [ve(1+ 和 jsin0+ Jra 


2r 
=| (一 2aV-sin0 十 R)d0 = 2 
0 


习题 

1-5-1 已 知 流体 的 速度 为 ww 三 一 0,u 王 v(R,=,9p) ,计算 涡 量 。 

1-5-2 已 知 球 坐标 系 中 流体 的 速度 为 wb 一品 所 (ecosb 十 eusin0) ,这 里 a 和 为 常数， 
证 明 流 体 的 涡 量 0 一 0。 

i 忆 知 流体 的 速度 为 w=U 人 1 一 至 一 水 ]e ,这 里 Ua 和 为 常数 。 计 算 流体 的 


bp 
涡 量 及 涡 线 。 
1-5-4 已 知 流体 的 速度 为 v, 二 y 十 2z,v, 二 x 十 27,v. 二 + 十 2y。 证 明 : (1) 涡 量 为 0 = 
er 十 ey 十 e, 涡 线 方程 为 zx 一 = 十 Cl,y 一 = 十 Cz ,这 里 Cl 和 Cz 为 常数 ; (2) 通过 平面 zx 十 y 十 一 1 
上 面积 为 A 的 涡 通 量 为 
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Je- ds ov fo, IE 3 二 1。 | 1.]as= v54 
1- 5-5 已 知 球 坐标 系 中 流体 的 速度 为 
Uv, ul Jeos0 + 全 人 [ 2 os | 


本 
hy of 和 jcosg 二 品 cr 人 oe ] 
v 一 0 


式 中 避 和 4 为 常数 。 证 明 流体 的 涡 量 0 一 一 cy 3sin0, 计 算 涡 线 。 


1-5-6 已 知 v 二 ezxay? 十 eyBr ,a 和 8B 为 常数 。 计 算 涡 量 及 涡 线 。 

1-5-7 已 知 在 平面 极 坐 标 系 中 流体 速度 为 v= 二 ev,(r,0) 十 evo (r,0), 证 明 0 一 
19(rv)_ 19ov, 
e: [= Ar r 90 


1-5-8 已 知 在 球 坐 标 系 中 流体 速度 为 v= 二 ev,(r,0) 十 eovelr,0) ,证 明 : 


1 9(rve) 1 9v, 
0 | r 9r r 五 ] ee 


“+ 


1900) 109 1 站 


wn 


r 9r 


VX (WX 0) | rr Dr2 r 90lrsing 90 


(Wr A 下 -aval 元 和 到 es 
0 EE ny 时 We HF(v + De) = [ 守 Ht Va]=e a 

竺 = 也 0 二 WA (Btw 元 + 二) 

(0 .wu = erCrsing)[ 也 tv 六 + 滞 es 


1-5-9 已 知 在 柱 坐 标 系 中 流体 速度 为 v 二 ervrk(R,z) 十 e.v.(R,z) ,证 明 : 


_ fave au 
a- -给 


aCRD ) 
a | | 训 oR 

0 DTloOCRC) 
9z? aRLILR aR } 


vn eg 2 


VXCVXOD) | 


1 9v 1 9er 1 


(0 Vv=— RO = RQ = Rnee 
-de - a(esQ) 时 a 
2 (ve Wien)=e[a to 2 
d2 9 9 9 | 9 
+t WA 翁 | wa RT 2 
dQ 


9 9 9 
二 (QD. Wu oR [ 训 二 vk | 说 


aR az)R 
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-5-10 已 知 流速 w 一 局 全 ,也 一 二 下 证 二 一 0。 证 明 沿 xy 平面 上 的 任意 四周 


Zz! 十 y 二 a? 的 速度 环 量 与 圆周 半径 "无关 ,为 天 一 x( 一 0 十 B) ,这 里 2 和 有 为 常数 。 


-5-11 已 知 流速 一 7 7 .二 0。 证 明 沿 zy 平面 上 的 圆周 


xz! 十 交 二 a? 的 速度 环 量 为 R= ie. 这 里 65.8 和 a 为 常数 。 


-5-12 已 知 流速 一 F077" 太一 FE " 一 0。 证明 沿 zy 平面 上 的 任意 


封闭 周 线 的 速度 环 量 为 零 , 这 里 6 为 常数 。 

-5-13 已 知 刀 二 一 yw 二 Xx,v: 王 0, 证明 沿 zy 平面 上 的 面积 为 S 的 封闭 周 线 的 速度 
环 量 为 K==2S。 

-5-14 已 知 流体 速度 为 v= 二 一 xy,v, 二 x 十 y,v: 二 0, 求 沿 由 xz= 士 1 和 y= 二 土 1 所 围 
成 的 封闭 周 线 的 速度 环 量 。 

-5-15 已 知 流体 速度 为 v, 二 azy’ ,v, 二 Br*y,v 二 0, 证 明 沿 由 z= 土 a 和 y= 二 土 b 所 围 
成 的 封闭 周 线 的 速度 环 量 为 零 ,这 里 a、B.a 和 0， 为 常数 。 


1.6 连续 性 方程 与 流 函 数 


1.6.1 拉 格 朗 日 描写 下 的 连续 性 方程 
考虑 运动 流体 的 一 个 流体 微 元 ,其 密度 为 p, 体 积 为 dV。 在 运动 过 程 中 ,流体 微 元 的 密 
度 和 体积 在 不 断 发 生变 化 ,但 当 流 体 微 元 的 速度 远 小 于 光速 时 ,其 质量 pdV 为 常数 , 即 


(pdV) =0 (1.6-1) 
考虑 运动 流体 的 一 部 分 , 随 着 时 间 的 推移 ,其 体积 V() 和 表面 S02) 不 断 变化 ,但 质量 mm 


不 变 , 有 


dm d d a _ 
dt dt we je eu 0 (1,.6-2) 
上 式 可 以 推广 为 : 对 于 流体 的 任意 的 物理 量 站 有 
d i df a | 
Sta = [eav + 7 hn]= |,, Yoav (1.6-3) 


1.6.2 欧 拉 描写 下 的 连续 性 方程 


如 图 1. 6. 1 所 示 ,考虑 一 个 固定 不 动 的 体积 元 dzdydz, 沿 y 轴 方 向 ,dt 时 间 内 流 进 去 的 
净 质 量 为 


dzdzdit (go, |, = (pos) | ,4a ] == dedy dz 和 
所 以 d 时 间 内 流 进 体积 元 的 净 质 量 为 


9 9 9 9 
drdydedi| 2 - 1 各] dzdydz(o [sa —01) = drdydzdi Pp 
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dxdzdi(pv,)l, dxdzdi( PU)yray 
了 


0 了 ytdy 


下 


图 1.6.1 di 时 间 内 流 进 体积 元 dzdydz 的 净 质 量 
化 简 得 


ao DCooz) | 9(ooy) 9pv:) 。 
起 [ a ] Ve (pv) (1.6-4) 


对 于 普通 的 液体 流动 问题 ,液体 速度 比较 小 ,由 于 液体 本 身 很 难 压 缩 ,液体 的 密度 变化 
很 小 ,因此 可 以 把 液体 近似 看 成 不 可 压缩 的 ,有 和 一 0, 连 续 性 方程 化 为 
v=0 (1.6-5) 
而 且 液 体 各 处 的 密度 相差 很 小 ,为 了 简化 流体 力学 方程 ,可 以 进一步 假设 液体 是 不 可 压缩 匀 
质 流体 ,密度 处 处 是 常数 ,这 样 使 计算 得 到 极 大 简化 。 以 后 凡是 我 们 提 到 的 不 可 压缩 流体 指 
的 都 是 不 可 压缩 均 质 流体 。 
【 例 1】 已 知 流体 速度 为 w 一 宇 二 一 ,一 红 > ,一 一 2 密度 为 po 一品。 问 此 流动 是 
否 可 能 出 现 ? 
解 : 把 流体 速度 和 密度 表达 式 代 人 式 (1. 6-4) 的 左边 ,得 
Qe + ps) Apos) Apos) 21—2x 
ay az 


2t—2t=0 


at ar 
我 们 看 到 ,连续 性 方程 成 立 , 此 流动 可 能 出 现 。 
【 例 2】 已 知 不 可 压缩 流体 的 速度 为 v= 二 2z? 十 y,v, 二 2y 十 z, 且 在 z==0 处 v= 二 0， 
求 v.。 
解 : 把 流体 速度 代入 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 得 


Gv an gm 
Dz az ay 生 一 和 


积分 得 
vs =—4(z 十 y)z++C 
式 中 C 为 积分 常数 。 由 
ve(z 一 0) 一 0 
得 
C 一 0， me 一 一 4(z 十 y)z 


1.6.3 不 可 压缩 流体 的 二 维 流动 与 流 函 数 


考虑 一 个 很 长 的 、 横 截面 不 变 的 柱 体 在 无 穷 大 流体 中 的 运动 , 柱 体 的 运动 方向 垂直 于 其 
轴 , 无 穷 远 处 的 流体 静止 不 动 。 我 们 看 到 ,除了 柱 体 两 端 附近 的 流体 流动 ,其 余 柱 体 周围 的 
流体 的 速度 方向 总 是 垂直 于 其 轴 , 而 且 速 度 大 小 只 与 垂直 于 其 轴 的 平面 内 的 两 个 坐标 有 关 。 
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我 们 把 忽略 了 边缘 效应 的 流动 称 为 二 维 流动 。 二 维 流动 是 理想 模型 。 

一 般 情 况 下 ,如 果 流 体 的 速度 方向 总 是 平行 于 一 个 固定 平面 ,而 且 速 度 分 布 只 依赖 于 该 
固定 平面 内 的 两 个 坐标 ,这 样 的 流动 称 为 二 维 流 动 或 平面 流动 。 不 失 一 般 性 ,可 以 把 该 固定 
平面 取 为 zy 平面 ,两 个 坐标 取 为 x 和 yy。 

1. 平面 直角 坐标 系 

不 可 压缩 流体 的 二 维 流 动 的 速度 可 以 表示 为 


也 一 VCZy)er 十 uy(Czyy)ey (1.6-6) 
连续 性 方程 为 
ao au 
3x | By 一 0 (C1.6=7) 
因此 可 以 引入 流 函 数 y 二 y(zx,y) ,速度 表示 为 
二 二 (1.6-8) 
By” ax 
为 了 看 出 流 函数 的 物理 意义 ,使 用 流 线 的 定义 方程 (1. 4-17) 得 
dz dy 
Us vy 


把 式 (1.6-8) 代 入 上 式 得 
一 wdz 十 wzdy = dr 十 jav =dy=0 
因此 沿 任何 一 条 流 线 y 为 常数 。 


2. 涡 量 
用 流 函 数 表示 涡 量 得 
| ao dv, 
人 一 VXm ( a 十 a k: (fe. 
ao au (3 9 
0 yO (去 tay js 
d0 _ ,dn 
dd “ad 
1? a ag9 apa/ny ,ay 
业 一 3502+( WA 伺 “ayar ax 元 儿 形 + 到 | 全 6 全 
另外 有 
.mao=02=0 (1.6-10) 
3. 穿 过 xy 平面 上 的 一 段 曲线 的 流量 Lu:ad 
如 图 1. 6.2 所 示 ,考虑 连结 zy 平面 上 的 两 点 1 和 2 之 间 dl 
的 一 段 曲线 。 在 曲线 上 取 一 微 段 d1 二 e,dzr 十 e,dy, 长 度 为 dl 二 人 
Vdz 十 dy ,以 该 微 段 为 边 作 一 矩形 , 另 一 边 长 度 为 mw。mdt 一 1 
O 3 
i _ edy—e,ydzr 和 
ud, 这 里 一 ec ec 为 曲线 的 法 线 方向 的 单位 矢量 ,由 图 1 8 2 穿 过 平面 上 的 


n* dl 二 0 及 nn 二 1 确定。 那么 在 dt 时 间 内 该 矩形 内 的 流体 一 段 曲 线 的 流量 
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将 穿 过 该 微 段 ,运动 到 曲线 的 男 一 边 去 。 通 过 该 段 曲线 的 流体 的 质量 流量 为 
1 fz 2 2 /9 3 
Q = 二 | pvd 。1d/ 一 | 。1d/ 一 中 (Nar 二 Iqy | 
= dp = p(s —w) C1.6-11) 


我 们 看 到 ,Q 与 曲线 的 形状 无 关 , 仅 依赖 于 曲线 两 端的 流 函 数 之 差 。 
4. 平面 极 坐 标 系 


连续 性 方程 为 
g(ro,) gu _ 
EE a 一 0 (1.6-12) 
因此 可 以 引入 流 函 数 y 二 y(r,0) ,速度 表示 为 
w= Ly, w=—2y (1.6-13) 


沿 任何 一 条 流 线 有 
一 wdr+ard = Ydr + Wd = dy =0 
因此 沿 任何 一 条 流 线 少 为 常数 。 
【 例 3】 计算 平行 于 xz 轴 的 流动 v= 二 f(y)e, 的 流 函数 。 
解 : 把 流体 速度 v= 二 f(y)e, 代入 流 函 数 定义 得 
2 ls 0 


ay EE 
积分 得 
y= /0dy 
【 例 4】 已 知 平面 极 坐标 系 里 的 作 二 维 流动 的 流体 的 速度 为 
v ov [1 气 jeos oU 人 1+ 所 sing (r 宇 a) 
式 中 4 和 0U 为 常数 , 求 流 函 数 并 夯 出 流 线 簇 。 
解 : 我 们 分 别 用 平面 直角 坐标 系 和 平面 极 坐标 系 求解 。 


(1) 平面 直角 坐标 系 
把 @, 二 ecos0 十 e,sin0,es 王 一 e;sin9 十 e,cos0 代入 速度 表达 式 ,得 


2 
v=eés [5 US(sin’d cos’0) |] ,2U sineos0 


| 1 
=eU[1 Ha’ ty]| e,2Ua? C2 Py 


得 直角 分 量 
oy ,de oy 2 ty 
ay vl! 人 Ce 十 3， 人 Ly 0 (zx 二 yy )? 
积分 得 
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式 中 C 为 积分 常数 。 

在 圆周 x? 十 y= 二 a* 上 有 y= 二 C, 即 为 常数 ,所 以 圆周 x 十 yy 二 a? 为 流 线 。 另 外 ， 
lim v=U, lim mw 一 0。 因此 流动 为 无 穷 远 处 速度 为 Ue; 的 流体 绕 过 静止 圆柱 的 二 
维 流动 (图 1. 6. 3)。 

(2) 平面 极 坐标 系 


由 已 知 速度 得 平面 极 坐标 系 里 的 速度 分 量 


积分 得 


式 中 C 为 积分 常数 。 


1.6.4 不 可 压缩 流体 的 轴 对 称 流动 与 斯 托 克 斯 流 函 数 


如 果 存 在 这 样 一 条 对 称 轴 ,在 垂直 于 该 对 称 轴 的 平面 内 以 该 对 称 轴 为 圆心 作 任意 的 圆 
周 , 过 圆周 上 各 点 作 流 线 , 所 形成 的 流 管 为 一 系列 以 该 对 称 轴 为 旋转 轴 的 旋转 曲面 ,那么 我 
们 说 流体 的 运动 是 围绕 该 对 称 轴 的 轴 对 称 流动 ,如 图 1. 6.4 所 示 。 


= 
全 “和 


图 1.6.3 绕 过 静止 圆柱 的 二 维 流动 图 1.6.4 轴 对 称 流动 的 流 线 
1. 球 坐 标 系 
(1) 斯 托 克 斯 流 函 数 
速度 为 
v= vw,(r,0)e, 十 up(r,g)es (1.6-14) 


连续 性 方程 V， v 二 0 给 出 


g(r2v,sing) | 9(rvesing) _ 
ar | a0 0 (1.6-15) 
因此 可 以 定义 斯 托 克 斯 流 函 数 y==y(r,0) 
rvsing = OD， ruosin0 = 一 对 CL. 6-16) 
56 ES 


为 了 看 出 流 函 数 的 物理 意义 ,把 上 式 代 入 球 坐 标 系 里 的 流 线 方程 ( 见 1.4 节 里 的 例 5) 
vedr—vrd0=0, vdr 一 zwrsingdp = 0, vd0 一 zsingdp = 0 


得 


a 9y 2%40 = 
dp =0, Pdr+3yd =0 
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积分 得 
p=C, y= Cs 
式 中 Ci 和 C; 为 积分 常数 。 因 此 沿 任何 一 条 流 线 y 为 常数 。 


(2) 涡 量 
容易 证 明 
1 9(rve) 1 9v, 1 
0 加 | r 9r r | esr 0 i 
2 2 
0 9 | | 1 9 
ar ro ritang 90 
DCOsin0) 1 9(00) 
WA=e FA 90 ] “| r 9r ] 


1 a(0) 1 9 1 9COsin0) ss 
WX (WX 0) | r oar r 90lrsing 90 ]}= vam CHS 


以 及 
1 adv 1 ge: 多 ) 
(QV a 99 = 9p By 9p 
(ursin0 十 vecosO)er (1.6-18) 
= 
9 9 
由 于 (v。 台 与 9 无 关 , 另 外 学 :于 ==0, 有 


d0. = 型 ee ac | (me0) 一 [2 + wo]=。 可 


di dt ot 
dQ Ee 1 3 
F+Wa 人 ww (C1.6=19) 
把 式 (1. 6-18) 和 式 (1. 6-19) 结 合 得 
dn VY 
a (QQ. Wov= ecrsing)[ 记 站 人 纺 区 十 ve 考 )27 (1.6-20) 
2. 柱 坐 标 系 
(1) 斯 托 克 斯 流 函 数 
使 用 柱 坐 标 系 表示 的 速度 为 
v= vr(R,z)er + v.(R,z)e. (C1.6=21) 
连续 性 方程 VY， v 二 0 给 出 
9(Rvur) | 9(Rv:) _ 可 
5R 浅 Bd 二 0 (1.6-22) 
因此 可 以 定义 斯 托 克 斯 流 函 数 Jy 一 y(R,z) 
__ay _o9y 
Rvr = 32 Rv: = 3 Che6=23) 


为 了 看 出 流 函 数 的 物理 意义 ,把 上 式 代 入 柱 坐 标 系 里 的 流 线 方程 ( 见 1.4 节 里 的 例 7) 
vedR vrRdp 0, vdR— verdz 0, vdR 一 zpdz 一 0 


得 


时 9 2 
dp 一 0， 起 归 十 光 dz = 
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积分 得 
p=C0, y= Cz 
式 中 Cl 和 Cz 为 积分 常数 ,因此 沿 任何 一 条 流 线 y 为 常数 。 


(2) 涡 量 
容易 证 明 
A i 
去 | 沟 去 贡 ， VXO =— ex 2 | e-[ 寺 2 
Ww (WXQ) | 下 训 二 } es ROY C1.16=24) 
得 
(Q+ Wu = RO = HQvr Le = 有 Dones (1. 6-25) 


由 于 (wv ， 中 与 9 无 关 ,另外 28 一 9 一 0, 有 
dQ _ d(esQ) _ 9(esQ) 


1 el + wo]=o PY 


dt dt oat 
dM 9909+. WN= (元 二 we 于 站 区 二 交 (1.6-26) 
dt 9 a RaR “az 
把 式 (1.6-26) 与 式 (1.6-25) 结 合 得 
d0 . 8 了 0 
a (OO.Vmu eR [元 tvr 3R tv 到 总 (1.6-27) 


【 例 5】 计算 平行 于 < 轴 的 均匀 流动 的 流 函数 。 
解 : (1) 柱 坐 标 系 


速度 为 = Ue. ,因此 有 听 一 0 , 驶 二 RU。 积 分 得 y= 廊 UR?。 


“oR 
(2) 球 坐标 系 
v= Ue, = e,Ucos0 — erUsin0 
因此 有 
r*UcosOsin0 一 和 %， rU sin20 = 民 
积分 得 


y= FUr sin20 


【 例 6】 已 知 球 举 标 系 里 流体 速度 为 0=eU (1 一 所 Jeos9 一 a0 1+ 入 ]sin0, 这 里 UU 
和 a 为 常数 。 计 算 流 函数 。 
解 , 由 流体 速度 得 


3 3 
zul 所 jcosOsing 元， (1 + 条)sin’0 党 
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积分 得 
y= Bur ( 一 气 ]sineg 
在 球面 r=a 上 ,y 一 0。 另外 ,limv 二 Ue:。 因此 流动 为 无 穷 远 处 以 速度 Ue. 均匀 流动 的 流 
体 绕 过 静止 圆 球 的 流动 。 
【 例 7】 已 知 直角 坐标 系 里 流体 的 速度 为 
v eu( + 时 0 a) ar 亏 ] 
式 中 4 和 0 为 常数 ,计算 流 函 数 。 
解 : 利用 e. 二 ecos0 一 eosin9 得 球 坐标 系 里 流体 的 速度 为 


ai | a 1 9 
让 [ (Cr “(3 A ]eos0 9 


a a | i 
vg 你 (二 UL ]sino a 


积分 得 


y yUr’ 人 “(好 @ 全] simg 
习题 


1-6-1 证 明 连续 性 方程 可 以 改写 为 旨 = 一 oY，u。 


1-6-2 考虑 运动 流体 的 一 部 分 , 随 着 时 间 的 推移 ,其 体积 V(z) 和 表面 SG) 形状 不 断 变 
化 ,Fr,2) 为 流体 的 任意 物理 量 , 证 明 


@ fev = | [学 tv fw]av 


1-6-3 已 知 不 可 压缩 流体 的 速度 为 
vz =ary, vy, = byz, v: = cyz+ dz 
确定 常数 ac 和 da 应 该 满足 的 条 件 。 
1-6-4 证 明 以 下 不 可 压缩 流体 的 流动 是 可 能 存在 的 : 
(1) 内 一 2z2 十 yuy 一 2 罗 2 十 <。 4(Zz 十 y)z 十 Zys 


ee ee 
ys Cr Ey 

1-6-5 已 知 不 可 压缩 流体 的 速度 为 v, 二 5zx,v， 3y,v(r 二 0) 二 0, 确 定 v.。 

1-6-6 已 知 不 可 压缩 流体 的 平面 流动 的 速度 分 布 为 v 二 zx? 十 2t 一 4y,v， ry—2ys 
证 明 流 动 存在 并 且 有 旋 , 流 函数 为 Jy 二 x?y 二 2ty 一 2y?。 

1-6-7 已 知 作 二 维 运动 的 流体 的 速度 为 (用 平面 极 坐标 系 ) 


2 
v= U 和 所 (ercos0 + essin0) (|r|=a) 


(2) va 


式 中 4 和 吕 为 常数 ,证 明 流 丙 数 为 y=U 全 sin0 十 C, 流 线 为 加 心 位 于 y 轴 上 且 与 x 轴 相 切 
的 一 系列 圆周 (图 1. 6.5) ,这 里 C 为 常数 。 
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1-6-8 已 知 作 二 维 运动 的 流体 的 流 函 数 为 (用 平面 极 坐标 系 ) 


y=U (所 ) sn 型 
式 中 U、A 和 a 为 正 的 常数 ,0<a<=x。 求 流体 的 速度 ,并 证 明 这 是 由 两 个 相交 角度 为 a 的 固 
体 平面 形成 的 角 内 的 流体 的 二 维 运动 (图 1. 6. 6)。 


yi 


A 


图 1.6.5 流 线 图 图 1.6.6 和 角 内 的 流体 的 二 维 运动 


-6-9 ”已 知 平面 极 坐标 系 里 的 流体 的 速度 为 = 二 v(xr)e, 证 明 流 函数 y =— oar 一 
y%(Cr)， 流 线 为 一 const, 即 为 同心 圆周 。 


-6-10 已 知 柱 坐 标 系 里 流体 的 速度 为 wb 一 Ue- 十 Gen,U 和 C 为 常数 ,证 明 流 函数 为 


R 
y= 一 Cz 二 去 UR?。 


-6-11 已 知 球 坐标 系 里 流体 的 速度 为 =eU 所 cos0 二 e 允 33Usin90, 这 里 a 和 UU 为 常 


数 。 计 算 流 函数 。 
-6-12 对 于 平面 极 坐标 系 里 流体 的 二 维 流动 ,证 明 : 


0 < 上 当 ( 有 E+ 1 oy eVy 


r oar\ 9r 7 902 
40 _ ,da 
dt ”dx 


dQ aa 19%9 19g9 
时 = j++ Wa (元 + 十 袁 艺 r 320 有 


1-6-13 对 于 不 可 压缩 流体 的 轴 对 称 流动 ,使 用 球 坐 标 系 证 明 : 
1 9(rve) 1 9v, 


四 | OF r 90 ] es 
人 rsing Y 
© 92 | 和 9 
qr rap rtang oa0 
1 (0) 1 9 1 _ 9C2sin0) | 
2 | r ar r oolrsinn 90 ]j= ? rsing Y 


1-6-14 对 于 不 可 压缩 流体 的 轴 对 称 流动 ,使 用 柱 坐标 系 证 明 : 
6=4( 作 - 玫 = 


gz 9R 
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19%y 93/1% i 
一 去 ( 寺 aR Re 


ga? 2 La 


az 3Rz RaR 
a20 1 (RD) }=。 1 


2 
3 好 去 [去 DR ”Re 


日 一 


VxXCXD) | 


1.7 涡 旋 感 生 的 速度 与 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 


在 1.5 节 我 们 看 到 ,由 于 涡 量 满足 v.Q 二 V， (VX v) 二 0, 磁 感应 强度 B 满足 磁场 高 斯 
定理 V， B 二 0, 所 以 0 与 B 存在 类 比 。 在 本 节 我 们 将 看 到 ,对 于 不 可 压缩 流体 ,连续 性 方程 
J 二 0 与 磁场 高 斯 定理 V. B 二 0 类 似 ,其 流体 速度 v 与 B 存 在 另 一 类 比 。 众 所 周知 ,在 磁 
学 中 , 稳 恒 电流 按照 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 产生 磁感应 强度 。 既 然 w 与 B 存在 类 比 ,在 流体 力学 
中 应 该 存在 类 似 的 涡 旋 感 生 速度 现象 。 流 动 区 域 出 现 涡 旋 时 ,流动 状态 将 发 生变 化 。 所 以 
确定 涡 旋 感 生 的 速度 场 很 重要 。 


1.7.1 类 比 
我 们 回忆 一 下 磁 学 里 的 稳 恒 电流 产生 的 磁感应 强度 ,其 满足 的 基本 微分 方程 为 
VB=0, Vj=0, VXB= jj Le 
式 中 jw 为 真空 磁 导 率 ,j 为 电流 密度 。 积 分 方程 为 
Pp.ds=0, Pi.ds=0, Pp.d=m) jds (1.7-2) 
式 中 的 三 个 方程 分 别称 为 磁场 高 斯 定理 、 稳 恒 电流 守恒 方程 和 安培 环 路 定理 。 
不 可 压缩 流体 的 速度 满足 的 基本 微分 方程 为 
Vv=0, VQ0O=0, Vv=0 《和 
积分 方程 为 
中 as=o， 中 o .ds=。， 中 wu=|a.ds (1.7-4) 
很 明显 ,不 可 压缩 流体 的 速度 和 稳 恒 电流 产生 的 磁感应 强度 存在 以 下 类 比 : 
vOB, NOpj 《1.7=5) 
从 磁 学 ,我 们 知道 稳 恒 电流 产生 的 磁感应 强度 为 
B | dr A —r) (1.7-6) 
rrl: 
式 中 ,体积 元 d*r 二 dx'dy dz’。 ds 7-5) , 涡 旋 感 生 的 速度 为 
sO Cr)X(Cr 一 站) 
v 二 | ar i (1.7-7) 
式 中 区 域 工 内 有 涡 量 存在 。 
虽然 在 磁 学 书 里 很 容易 找到 方程 (1.7-6) 的 推导 ,考虑 到 读者 不 一 定 熟悉 ,这 里 我 们 给 


明 : 设 在 不 可 压缩 流体 中 的 一 部 分 区 域 工 内 有 涡 量 存在 ,其 余 区 域内 涡 量 不 存在 , 即 
在 2 内 : 
V.: v=0, VXwv=0 Ch T=-8) 
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在 工 外 : 
Vv=0, Wwvu=0 C1.7-9) 
由 不 可 压缩 条 件 V* v= 二 0, 我 们 知道 ,一 定 存在 一 矢量 A ,满足 : 
v= VXA (1..7-10) 
有 
Wuvu=0=W(WA)=VVv.A)—vA Ch, 1) 
令 A ==8 十 W, 这 里 X(r,t) 是 任意 的 函数 。 把 A 一 5 十 W 代入 式 (1.7-11) 得 
¥t 一 一 《站 和 
应 用 数学 等 式 T 7 一- 一 一 4x8(r 一 站 得 


Ver) Q (7) a nD) A(tr) 


= |ara 0) v =v ero) rt 0.7-13) 
| =r| dn |r 一 ”| 
式 中 6(r' 一 rf) 二 6(x 一 xz)6(y 一 y )6(z 一 =) 为 狄 拉克 8 函数 ,定义 为 
05 党 美和 +o0 
(zx— zo) 一 和 9 | 6G(Zz 一 zo)dz 王 1 世人 
co， 工 一 mm < 
若 f(x) 是 在 z==zxo 的 邻 域内 连续 的 函数 , 则 
人 ropacz 一 aodz = f(xo) CL 7=18 
从 式 (1.7-13) 得 
| Or) (r') 
¢(7) = 去 je 人 (1.7-16) 
所 以 流体 速度 为 
1 2 | s 0(r) 
A 4 wi Ir—r| dx A VS 
利用 矢量 公式 VX (Cb)= 二 VCXb 十 C VXb 得 
v=wA A = 翅 (1.7-17) 
I =xr| 
证 毕 。 


1.7.2 涡 丝 感 生 的 速度 


在 自然 界 广泛 存在 的 涡 旋 现象 中 ,有 时 会 碰 到 涡 量 集中 在 一 根 极 细 的 涡 管 上 的 现象 ,以 至 于 
可 以 把 涡 管 看 成 几何 意义 上 的 一 条 线 , 我 们 把 这 样 理想 化 的 涡 旋 模 型 称 为 涡 丝 , 如 图 1.7. 1 所 示 。 

在 该 细 涡 管 上 取 一 微 段 dl, 横 截面 面积 为 A, 横 截面 上 的 涡 量 为 恒 矢量 0 ,如 图 1.7.2 
所 示 , 则 


图 1.7.1 涡 丝 图 1.7.2 涡 丝 强度 
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AQdV =QAd!=Tdl., T= im |o.as= ， lim _QA = const CL 715) 


式 中 卫 称 为 涡 丝 强度 。 根 据 涡 管 涡 通 量 守恒 定理 , 涡 丝 强度 沿 涡 丝 不 变 。 设 流体 中 一 流体 
封闭 周 线 C 包含 一 涡 丝 ,S 为 以 该 周 线 为 边 的 任意 曲面 ,使 用 斯 托 克 斯 定理 得 


boda=| wds=| a.ds= lim Jo.ds=r (L719) 
S A -0,0 
感 生 的 速度 为 
1 sO ) xr rr) 1 z ADCr)XxCr 一 站 
v(m | E | 天 一 rs 4 ,lim a Ir rl 
1 (i) _ 
Lr dx 1 (1.7-20) 
类 比 : 对 于 一 根 横 截 面 面 积 为 A 的 很 细 的 导线 上 的 电流 1( 称 为 细 电 流 ) ,有 
jdV = jAd! = Idl, a lim | as=， 和 lim jA = const (1.7-21) 
0 oo 0 一 co 
安培 环 路 定理 为 
bs .dl 一 和 lim | jds = lim MA 一 Ar (1.7-22) 
磁感应 强度 为 
Ho sjr Xr or) = 
BCr) | dr 站 1 |x or .7-23) 


上 式 称 为 毕 奥 - 萨 伐 尔 (Biot-Savert) 定 律 。 
很 明显 , 涡 丝 感 生 的 速度 和 稳 恒 细 电流 产生 的 磁场 存在 以 下 类 比 : 
v 仿 B， 涡 丝 仿 细 电流 ，TSSpol (1.7-24) 
根据 涡 管 涡 通 量 守恒 定理 , 涡 丝 要 么 是 有 限 长 的 但 必须 是 封闭 的 ; 要 么 是 无 限 长 的 。 
不 存在 有 限 长 不 封闭 的 涡 丝 。 
式 (1.7-23) 有 一 个 缺点 , 那 就 是 用 于 计算 时 不 够 直观 和 方便 ,现在 我 们 把 它 改 写 一 下 。 
以 涡 丝 元 di 为 参考 ,向 场 点 忆 作 位 置 矢量 r (图 1.7.3), 那 么 涡 丝 元 在 场 点 P 感 生 的 速度 为 


= Tdxr, _T dising i 
dv I dv pe 《1.7-=25) 

涡 丝 在 空间 点 已 处 感 生 的 速度 为 
v = [dv = 了 | 呈 尖 (1.7-26) 


【 例 1】 已 知 一 涡 丝 的 一 a 文部 分 涡 丝 感 生 的 速度 。 

解 : 如 图 1.7.4 所 示 , 场 点 己 的 位 置 到 直线 涡 丝 的 垂直 距离 为 c,P 与 直线 涡 丝 两 端 之 
间 的 连 线 与 直线 涡 丝 的 夹 角 分 别 为 0 和 0,。 把 直线 涡 丝 取 在 = 轴 上 , 涡 丝 元 为 dz, 场 点 了 
的 位 置 矢 量 ~ 与 直线 涡 丝 之 间 的 夹 角 为 0。 

每 个 涡 丝 元 感 生 的 速度 方向 相同 ,垂直 于 纸 面向 里 ,大 小 为 

qo = T desin0 

dx rr? 
利用 几何 知识 得 


a 
sinb 一 一， z=—acotb 
rr 
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图 1.7.3 涡 丝 感 生 的 速度 图 1.7.4 涡 丝 的 直线 部 分 
因此 有 
du = dgsing 
4na 
积分 得 
0, 
忆 一 I | sin0do 兰 - 亚 (cosO 一 cos0 ) 
4xa Ju drxa 


对 于 半 无 限 长 的 直线 涡 丝 , 有 0 二 0, 得 
六 和 去 4 — eosb,) 


对 于 无 限 长 的 直线 涡 丝 , 有 二 0,0, 二 ,得 


【 例 2】 计算 无 限 长 直线 涡 丝 感 生 的 速度 。 
解 : 由 例 1 可 知 , 流 线 为 位 于 垂直 于 涡 丝 平面 内 的 、 以 涡 丝 为 圆心 的 一 系列 同心 圆 ,如 


图 1.7.5 所 示 。 根 据 速度 的 对 称 性 ,选取 积分 回路 为 流 线 。 由 速度 环 量 公式 o “ d! 一 卫 得 


中 ve dl= 2xrv 一 卫 
C 
得 
= 
2xr 
一 个 无 穷 长 的 直线 涡 丝 可 以 看 成 一 个 平面 点 涡 。 原 因 是 ,一 个 无 穷 长 的 直线 涡 丝 感 生 
的 速度 为 


vv 


由 于 
Vz 一 mry)，v 由 一 uCzy)，v 一 0 
因此 是 二 维 流动 , 即 一 无 限 长 的 直线 涡 丝 感 生 的 速度 场 等 效 于 一 平面 点 涡 感 生 的 速度 场 。 
【 例 3】 计算 一 圆 形 涡 丝 在 对 称 轴 上 感 生 的 速度 。 


解 : 如 图 1.7.6 所 示 , 利 用 dv 二 Xr 


EE 


由 于 dlr, 有 do 到 芝 
A 


本 
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图 1.7.5 无 限 长 直线 涡 丝 图 1.7.6 两 个 涡 丝 元 d 和 dl 感 生 的 速度 


考虑 到 对 称 性 , 取 位 于 直径 两 端 长 度 相同 的 两 个 涡 丝 元 di 和 dl。 它们 感 生 的 速度 大 
小 相等 ,但 方向 不 同 。 沿 轴线 方向 的 分 量 大 小 相等 ,方向 相同 。 而 垂直 于 轴线 方向 的 分 量 大 
小 相等 ,方向 相反 。 生 加 后 的 速度 沿 轴线 方向 。 所 以 只 需要 考虑 沿 轴线 方向 的 分 量 


d 时 下 ES “| 
v: = dvsina Sina =— wy 
4 rr 
积分 得 
、 
v= 中 dv. = TR fa = BE 
上 4 2 (R? 十 z2)2 


流 线 形状 如 图 1.7.7 所 示 。 
【 例 4】 已 知 一 涡 丝 的 一 部 分 是 圆 弧 形 ,计算 该 部 分 涡 丝 在 圆心 处 感 生 的 速度 。 


解 : 如 图 1.7.8 所 示 , 利 用 do 一 二 ,由 于 dir 有 do 一 去 总 ,方向 垂直 于 纸 面向 


本 


1 | 区 用 总 
| 人 


DNS 


图 1.7.7 流 线 图 图 1.7.8 圆 弧 形 涡 丝 


1.7.3 兰 金 组 合 涡 


前 面 我 们 引进 的 无 限 长 直线 涡 丝 模型 有 一 个 缺点 , 那 就 是 其 感 生 速度 在 涡 丝 处 为 无 穷 
大 ,是非 物理 的 。 非 物理 奇 点 起 源 于 过 于 简化 的 涡 丝 模型 。 真 实 的 涡 丝 不 可 能 是 几何 上 的 
线 ,而 是 有 一 定 横向 宽度 的 。 假 设 涡 量 均匀 分 布 在 一 个 圆柱 内 ,其 感 生 的 速度 分 布 等 效 于 无 
限 长 均匀 圆柱 电流 感 生 的 磁感应 强度 分 布 ,在 圆柱 内 部 流体 像 刚 体 一 样 绕 对 称 轴 旋 转 ,这 样 
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就 可 以 消除 无 限 长 直线 涡 丝 的 感 生 速度 的 非 物理 奇 点 。 这 样 一 个 流动 形态 称 为 兰 金 组 合 
涡 。 兰 金 组 合 涡 在 气象 学 中 常 被 用 作 台 风 中 心 的 物理 模型 。 


利用 中 .di = | @ ds, 选取 网 心 在 对 称 轴 上 且 季 直 于 对 称 轴 的 加 周 为 积分 回路 ,得 


nr 2 (rR) 


va=| 0.ds= 2 =— 
e A 


把 《FF 及 ) 
化 简 得 
二 (r<R) 
v= (1.7-27) 
二 (rR) 


我 们 看 到 , 涡 内 部 的 流体 像 刚 体 一 样 绕 对 称 轴 旋 转 , 涡 外 部 的 流体 速度 为 无 限 长 直线 涡 
丝 的 感 生 速度 ,如 图 1.7.9 所 示 。 旋 转角 速度 为 


到 


4 = rRT (CL,7-28) 


1.7.4 涡 层 感 生 的 速度 


在 自然 界 广泛 的 涡 旋 现象 中 ,有 时 会 碰 到 涡 量 集中 在 一 个 极 薄 层 区 域内 的 现象 ,如 
图 1.7. 10 所 示 。 人 们 常 将 此 极 薄 层 区 域 近似 地 当 作 无 限 薄 的 几何 面 来 处 理 。 我 们 把 这 种 
理想 化 的 涡 量 集中 在 一 个 几何 面 的 涡 旋 模型 称 为 涡 层 。 一 个 涡 层 可 以 看 成 由 无 限 的 涡 丝 系 
列 组 成 。 例 如 切 向 风速 发 生 剧 烈 变化 的 冷 热 空气 接触 面 ,突然 起 动 的 平板 的 边界 层 都 是 涡 


层 的 实例 。 
村 QQ 
-2 
2rR| A 
| 
0 R r 
图 1.7.9 兰 金 组 合 涡 的 速度 分 布 图 1.7.10 涡 层 


设 流体 中 一 流体 封闭 周 线 C 包含 一 段 涡 层 ,S 为 以 该 周 线 为 边 的 任意 曲面 , 涡 层 横 截 面 
面积 为 A, 如 图 1.7.11 所 示 。 应 用 速度 环 量 公式 得 


中 du=| cew v) “ds=| 0.ds= |(Qa dn (1.7-29) 
式 中 ,dl 和 Al 分 别 为 涡 层 的 一 个 微 元 的 长 度 和 宽度 。 
定义 面 涡 强 度 
A 二 wl. OA 二 恒定 矢量 (1.7-30) 


式 (1.7-29) 化 为 
中 da= lad (1.7-31) 
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现在 把 积分 回路 取 为 无 穷 小 矩形 回路 , 且 回路 的 cd 和 ab 边 平行 于 涡 层 , dls/ dl 一 0， 
无 限 靠近 涡 层 两 侧 的 流体 速度 ,分 别 为 wm 和 wv, 如 图 1.7.12 所 示 。 应 用 速度 环 量 公 
式 (1.7-31) ,并 注意 到 da 和 bc 边 对 速度 环 量 的 贡献 可 以 忽略 不 计 , 得 
中 > “di 三 (oz 一 zy)d = Adl 
得 
Va// 一 wa/ =A (L732) 
式 中 ,ww 和 va 为 wm 和 vs 的 平行 于 涡 层 的 分 量 。 


图 1.7.11 面 涡 强 度 图 1.7.12 积分 回路 


从 上 式 我 们 看 到 , 面 涡 强 度 为 4 的 涡 层 使 流体 速度 的 切 向 分 量 ( 平 行 于 表面 并 且 垂 直 于 
A) 产生 突变 。 涡 层 和 切 向 速度 间断 面 等 价 。 所 以 涡 层 也 是 切 向 速度 间断 面 。 涡 层 感 生 的 
切 向 速度 间断 面 等 效 于 面 电流 感 生 的 切 向 磁感应 强度 间断 面 。 

【 例 5】 计算 无 限 长 均匀 圆柱 面 涡 层 感 生 的 速度 。 

解 : 取 上 下 对 称 的 强度 均 为 dT 二 dT 的 两 个 无 限 长 直线 涡 丝 ,如 图 1.7. 13 所 示 。 它 们 
感 生 的 速度 大 小 相等 ,为 


感 生 的 速度 的 水 平方 向 的 分 量 大 小 相等 ,方向 相反 ,抵消 了 。 合 成 的 速度 沿 垂直 方向 。 所 以 
流 线 为 圆心 在 柱 面 的 轴 上 且 垂 直 于 该 轴 的 一 系列 圆周 。 根 据 速 度 对 称 性 ,选取 积分 回路 为 
流 线 。 应 用 速度 环 量 公式 得 
ora=) ods=2m = | SY 
C A 2rFA (r>R) 
化 简 得 
0 (rR) 


& (r>R) 


式 中 ,2 为 圆柱 面 涡 层 的 面 涡 强度 。 
【 例 6】 计算 如 图 1.7. 14 所 示 的 无 限 大 平面 涡 层 感 生 的 速度 。 


' ee 


图 1.7.13 无 限 长 均匀 圆柱 面 涡 层 图 1.7.14 无 限 大 平面 涡 层 


47 


48 


物理 流体 力学 


解 : 如 图 1.7.15 所 示 , 考 虑 到 对 称 性 , 取 相 对 于 垂 线 OP 左右 对 称 的 涡 丝 强度 均 为 
dm 二 dr。 的 两 个 无 限 长 直线 涡 丝 。 它 们 感 生 的 速度 大 小 相等 , 沿 平行 于 平面 方向 的 分 量 大 小 
相等 ,方向 相同 ; 而 垂直 于 平面 方向 的 分 量 大 小 相等 ,方向 相反 。 和 至 加 后 的 速度 平行 于 平面 方 
向 。 所 以 无 限 大 平面 涡 层 感 生 的 速度 平行 于 平面 方向 。 而 且 在 所 有 与 平面 涡 层 的 距离 相同 的 
场 点 上 , 感 生 的 速度 大 小 相等 ,在 平面 涡 层 的 上 方 水 平 向 左 ,在 平面 涡 层 的 下 方 水 平 向 右 , 即 

v(—y) =— v(y) 

根据 速度 的 对 称 性 w( 一 >) 三 一 2"(y) ,积分 回路 取 为 矩形 回路 ,垂直 于 平面 涡 层 , 且 等 

分 为 二 ,如 图 1.7. 16 所 示 。 应 用 速度 环 量 公式 得 


bo ar=2| dh 十 中 ve dl, 一 Mi 三 2wi 
4 贡 


得 
示 三 类 
史 
无 限 大 平面 涡 层 在 其 两 侧 感 生 的 速度 大 小 相等 ,方向 相反 ,平行 于 涡 层 。 
do ly d 人 
dc 下 
dm 
IDoorooooooooc coco 
d 0 dm 可 
图 1.7.15 两 个 对 称 涡 丝 dm =dr* 感 生 的 速度 图 1.7.16 积分 回路 


习题 

1-7-1 计算 一 矩形 涡 丝 在 其 中 心 上 感 生 的 速度 。 
1-7-2 计算 一 等 边 三 角形 涡 丝 在 其 中 心 上 感 生 的 速度 。 
1-7-3 计算 图 1.7.17 中 的 涡 丝 在 圆心 上 感 生 的 速度 。 


图 1.7.17 涡 丝 


1-7-4 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 以 均匀 速度 vw 在 zy 平面 内 作 二 维 流动 ,现在 把 强度 
分 别 为 荆 和 一 的 点 涡 分 别 放置 于 (0,h) 和 (0, 一 h) 两 点 ,恰好 使 这 两 个 点 涡 静 止 不 动 , 如 
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图 1.7. 18 所 示 。 证明 本 ==4xvh ,流体 速 度 为 


《一 用 JE — 


(y+h)e, — ze 
加 ve [24 w= 名 Z2 十 (y 十 万) | 
1-7-5 一 个 无 限 大 平面 涡 层 在 运动 流体 里 生成 ,平面 涡 层 两 侧 的 速度 恒定 ,分 别 为 v 
和 vs, 如 图 1.7. 19 所 示 , 证 明 面 涡 强 度 值 为 2=w 一, 流 休 原 米 的 速度 为 开 让 下。 

VO—————— 

2 7 2 
Uy 

图 1.7.18 均匀 流动 中 的 两 个 点 涡 图 1.7.19 无 限 大 平面 涡 层 


-7-6 涡 量 均匀 分 布 在 半径 为 wa 的 一 个 无 限 长 圆柱 面 上 , 面 涡 强度 A 二 Xe 方向 沿 横 
截面 的 圆周 周 线 的 切线 方向 , 求 感 生 的 速度 。( 提 示 : 等 效 于 无 限 长 载 流 密 绕 螺 线 管 感 生 的 
磁感应 强度 ) 

-7-7 人 恒定 涡 量 9 均匀 分 布 在 半径 为 a 的 一 个 无 限 长 圆柱 内 ,0 ==Qe, 方向 沿 横 截面 
内 以 对 称 轴 为 圆心 的 圆周 的 切线 方向 , 求 感 生 的 速度 。( 提 示 : 等 效 于 无 限 长 均匀 带电 圆柱 
绕 对 称 轴 旋 转 而 感 生 的 磁感应 强度 ) 

-7-8 人 恒定 涡 量 9 均匀 分 布 在 间距 为 d 的 两 个 平行 无 限 大 平面 之 间 ,2 平行 于 两 个 平 
面 , 求 感 生 的 速度 。( 提 示 : 等 效 于 无 限 大 均匀 载 流 平板 感 生 的 磁感应 强度 ) 

-7-9 已 知 在 zy 平面 的 (1,0) 点 和 (一 1.0) 点 分 别 放置 有 强度 为 卫 和 一 忆 的 点 涡 , 求 
沿 下 列 封 闭 曲线 的 速度 环 量 : (1) 圆周 十 y= 二 4; (2) 圆周 (zx 一 1)? 十 y= 二 1; (3) 由 并 一 士 2 
和 y 一 土 2 组 成 的 封闭 曲线 ; (4) 由 xz= 士 0.5 和 y= 土 0.5 组 成 的 封闭 曲线 。 


2.1 欧 拉 方 程 


图 2.1.1 理想 流体 力学 的 葛 基 人 欧 拉 (L. Euler,1707 一 1783) 


2.1.1 为 什么 理想 流体 的 研究 是 有 用 的 ? 


热力 学 告诉 我 们 ,任何 宏观 过 程 都 是 不 可 逆 的 过 程 , 存 在 能 量 耗 散 。 能 量 耗 散 是 由 流体 
的 黏 性 和 不 同 部 分 之 间 的 热 交换 引起 的 。 根 据 普 朗 特 的 边界 层 理 论 (4. 10 节 ) ,能 量 耗 散 主 
要 发 生 在 固体 表面 附近 的 流体 边界 层 之 内 。 而 在 边界 层 之 外 ,那里 的 能 量 耗 散 很 小 ,作为 堆 
级 近似 可 以 忽略 不 计 ( 图 2. 1.2)。 我 们 把 忽略 能 量 耗 散 的 流体 称 为 理想 流体 , 即 忽略 流体 
中 的 黏 性 ,热传导 ,因此 边界 层 之 外 的 流体 可 看 成 理想 流体 。 所 以 普 朗 特 的 边界 层 理论 断言 
理想 流体 的 研究 是 有 用 的 。 

此 外 ,使 用 理想 流体 近似 的 好 处 是 数学 处 理 要 简化 很 多 。 


第 2 章 ”理想 流体 运动 方程 


图 2.1.2 流体 的 黏 性 区 域 与 无 黏 性 区 域 


2.1.2 欧 拉 方 程 的 推导 


众所周知 ,在 牛顿 力学 中 ,一 旦 我 们 知道 一 个 质量 为 m 的 质点 所 受 合 外 力 亚 ,并 且 建 立 
一 个 惯性 参考 系 ,那么 质点 的 运动 由 牛顿 第 二 定律 确定 , 即 


庆 三 元 ae CD 
dt 


牛顿 第 二 定律 仅 适 用 于 质点 。 对 于 流体 这 样 的 由 连续 介质 组 成 的 广 延 物体 ,可 以 把 它 
分 解 为 无 穷 多 个 无 穷 小 的 微 元 ,每 一 个 微 元 都 可 以 看 成 质点 ,从 而 可 以 应 用 牛顿 第 二 定律 。 
因此 ,流体 的 运动 方程 就 是 流体 微 元 满足 的 牛顿 第 二 定律 表达 式 。 同 牛顿 力学 中 的 质点 相 
比 ,流体 微 元 受 力 情况 要 复杂 一 些 , 需 要 仔细 研究 。 

对 于 静止 流体 ,其 内 的 压强 满足 帕斯卡 定律 , 即 静 止 流体 内 任 一 点 的 压强 与 方向 无 关 。 
欧 拉 把 帕斯卡 定律 推广 到 运动 理想 流体 ,认为 运动 理想 流体 内 任 一 点 的 压强 与 方向 无 关 。 

牛顿 第 二 定律 具有 瞬时 性 , 即 质点 的 加 速度 
与 其 所 受 的 力 同时 出 现 ,同时 消失 。 现 在 我 们 根 
据 牛顿 第 二 定律 的 瞬时 性 ,来 考虑 一 个 : 时 刻 位 
于 处 的 固定 不 动 的 体积 元 内 的 瞬时 微 元 所 受 的 
瞬时 力 , 如 图 2. 1. 3 所 示 。 该 瞬时 微 元 的 体积 为 图 2.1.3 理想 流体 的 一 个 微 元 
dzdydx, 流 体质 量 为 pdrdydz。 使 用 欧 拉 描写 ， 


该 微 元 的 速度 为 w, 加 速度 为 "2。 该 微 元 在 其 表面 受到 其 余 流体 所 施 的 压力 ,并 且 由 于 位 于 


外 力 场 中 ,还 受到 外 力 pf .dxdydz 作用 。 这 里 f. 为 单位 质量 流体 受到 的 外 力 。 沿 > 轴 方 
向 , 微 元 表面 的 压强 分 别 为 p|, 和 Zp|,+o,。 在 惯性 参考 系 ,把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 该 瞬时 微 
元 得 


plsdlydz 全 = dzdz(p |,—p | yw) + pf dazdydz 三 一 dzdydz 3 bf 
化 简 得 


dv, 5 


一 ap 
pg =p 邓 +p(v* Wyv, = 有 十 ef， 


写成 矢量 形式 ,得 
dv gv 


py oate vr Wo Wtople (2.1-2) 
上 式 即 理想 流体 的 运动 方程 一 一 欧 拉 方 程 。 
很 多 情况 下 外 力 是 保守 力 。 保 守 力 做 功 只 与 质点 的 始 、 末 位 置 有 关 , 而 与 路 径 形状 无 


A dr ne oe 因此 外 力 
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| 


可 以 写成 
fs = 一 到 (2.1-3) 
式 中 三 为 外 力 势 , 即 单位 质量 的 质点 在 外 部 保守 力 场 中 的 势能 。 例 如 ,如 果 流 体位 于 引力 
场 中 ,E 为 引力 势 , 即 单位 质量 的 质点 在 引力 场 中 的 引力 势能 。 对 一 个 有 限 的 质量 连续 分 布 
的 物体 ,其 引力 势 零点 可 以 选 在 无 穷 远 处 ,产生 的 引力 势 为 
a(n =-Gldr TD (2.1-4) 
满足 泊 松 方程 
VE = 4xGp (2.1-5) 
式 中 ,G 为 万 有 引力 常数 ,o 为 质量 密度 。 
对 于 地 球 表 面 上 的 很 多 小 尺度 的 流体 流动 ,地 面 参考 系 是 一 个 精确 的 惯性 参考 系 ,我 们 
把 坐标 系 原点 取 在 地 面 上 ,= 轴 沿 竖 直 向 上 的 方向 ,其 引力 势 零 点 可 以 选 在 原点 ,有 
ESE= gz 《2.1-6) 
式 中 g 为 重力 加 速度 。 
在 非 惯性 参考 系 里 ,牛顿 第 二 定律 不 成 立 。 为 了 使 牛顿 第 二 定律 在 形式 上 成 立 ,需要 引 
进 惯性 力 。 非 惯性 参考 系 里 的 欧 拉 方程 为 


dv av 


poeatev Wov=— Vtofet fy) (2 
式 中 fi 为 单位 质量 的 流体 受到 的 惯性 力 。 
2.1.3 边界 条 件 


因为 流体 不 能 穿 过 固体 表面 ,所 以 在 静止 的 固体 表面 上 的 流体 速度 的 法 向 分 量 vnva |s 
必须 为 零 , 即 
Vanud |s = 0 (2, 1=8) 
在 运动 的 固体 表面 上 的 流体 速度 的 法 向 分 量 wauals 必须 等 于 固体 表面 的 速度 的 法 向 
分 量 Un,solid ls , 即 
Vnfiuid |s 一 Unsotd |s 《2 1:9) 
现在 我 们 说 明 一 下 ,为 什么 理想 流体 的 边界 条 件 不 要 求 在 运动 的 固体 表面 上 的 流体 速 
度 的 切 向 分 量 wsauals 等 于 固体 表面 的 运动 速度 的 切 向 分 量 weia|ls, 即 waua|s 天 wosials。 
这 是 因为 欧 拉 方程 是 一 阶 微分 方程 ,其 解 只 能 满足 一 个 边界 条 件 。 
【 例 1】 牛顿 为 了 给 绝对 运动 提供 证 据 , 做 了 旋转 水 桶 实验 。 牛 顿 是 这 样 叙述 的 :“ 如 
果 用 长 绳 吊 一 水 桶 ,让 它 旋转 至 绳 扭 紧 , 然 后 将 水 注入 ,水 与 桶 都 暂 处 于 静止 之 中 。 再 以 另 
一 力 突然 使 桶 沿 反方 向 旋转 , 当 强 子 完 全 放松 时 , 桶 的 运动 还 会 维持 一 段 时 间 ; 水 的 表面 起 
初 是 平 的 ,和 桶 开始 旋转 时 一 样 。 但 是 后 来 , 当 桶 逐渐 把 运动 传递 给 水 ,使 水 也 开始 旋转 。 
于 是 可 以 看 到 水 渐渐 地 脱离 其 中 心 而 沿 桶 壁 上 升 形成 凹 状 (笔者 曾 做 过 这 一 试验 )。 运 动 越 
快 , 水 升 得 越 高 。 直 到 最 后 ,水 与 桶 的 转速 一 致 ,水 面 即 呈 相 对 静止 。 水 的 升 高 显示 它 脱离 
转轴 的 倾向 ,也 显示 了 水 的 真正 的 、 绝 对 的 圆周 运动 。 这 个 运动 是 可 知 的 ,并 可 从 这 一 倾向 
测 出 , 跟 相 对 运动 正好 相反 。 在 开始 时 , 桶 中 水 的 相对 运动 最 大 ,但 并 无 离开 转轴 的 倾向 : 
水 既 不 偏向 边缘 ,也 不 升 高 ,而 是 保持 在 同一 平面 ,所 以 它 的 圆周 运动 尚未 真正 开始 。 但 是 
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后 来 ,相对 运动 减 小 时 ,水 却 趋 于 边缘 ,证 明 它 有 一 种 倾向 要 离开 转轴 。 这 一 倾向 表明 水 的 
真正 的 圆周 运动 在 不 断 增 大 ,直到 它 达 到 最 大 值 ,这 时 水 就 在 桶 中 相对 静止 。 所 以 ,这 一 倾 


向 并 不 依赖 于 水 相对 于 周围 物体 的 任何 移动 ,这 类 移动 也 无 法 定 本 
义 真正 的 圆周 运动 .” CT 
考虑 一 盛 有 不 可 压缩 的 水 的 圆柱 形容 器 在 重力 场 中 以 恒定 的 
角速度 绕 自身 的 轴 旋转 ,达到 稳 恒 状态 后 ,水 桶 里 的 水 像 刚体 一 样 FE/ 
旋转 , 桶 壁 处 的 水 的 速度 与 桶 壁 的 速度 相等 。 确 定 水 的 自由 面 的 4 
形状 。 
解 : 把 = 轴 取 在 圆柱 形容 器 的 轴 上 ,如 图 2. 1. 4 所 示 。 达 到 ”图 ?1.4 旋转 水 桶 里 
稳 恒 状 态 后 ,水 桶 里 的 水 像 刚 体 一 样 旋转 ,所 以 流体 速度 为 2 
v= we: Xr, Ur wy, Uy Qh 0 


很 显然 ,满足 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 。 欧 拉 方程 化 为 


9 9 
pv Vv Vp+pog ow 元 咎 入 ) 元 j* 


9 9 
ool ?元 十 * 元 ) pi (— mes = jey) 
即 
9 9 9 
po'z = 7 pu?y 一 下， -p= 守 
积分 得 


p= po +y)—pgz 十 C 


式 中 C 为 积分 常数 。 
在 水 面 上 压强 为 大 气压 ,为 常数 , 即 


z=— aw (r+y)+D 
2g 


式 中 也 为 常数 。 故 自由 面 为 旋转 抛物 面 。 

应 该 指出 ,虽然 欧 拉 方程 能 够 解释 达到 稳 恒 状态 后 旋转 水 桶 里 的 水 面 的 形状 ,但 解释 不 
了 为 什么 水 会 随 水 桶 一 块 儿 旋转 。 这 是 因为 理想 流体 没有 黏 性 ,如 果 旋 转 水 桶 里 的 水 真 的 
是 理想 流体 ,由 于 水 与 桶 壁 之 间 没 有 摩擦 力 ,水 不 会 随 水 桶 一 块 儿 旋转 。 

【 例 2】 一 个 固体 在 作 二 维 流动 的 不 可 压缩 理想 流体 中 静止 不 动 ,证 明 流 函数 y 在 固 
体 表面 为 常数 。 

证 明 : (1) 根据 流 线 的 定义 ,位 于 流 线 上 任 一 点 的 流体 质点 的 速度 方向 与 流 线 在 该 点 
的 切线 方向 一 致 。 

(2) 从 1.6 节 知 ,对 于 作 二 维 流动 的 不 可 压缩 流体 ,存在 流 函 数 %, 沿 任何 一 条 流 线 少 为 
常数 。 

(3) 如 果 一 个 固体 在 理想 流体 中 静止 不 动 ,那么 在 固体 表面 ,流体 的 速度 方向 沿 切 线 
方向 。 

综合 以 上 三 点 ,我们 看 到 ,如 果 一 个 固体 在 作 二 维 流动 的 不 可 压缩 理想 流体 中 静止 不 
动 ,固体 表面 为 一 条 流 线 , 流 函数 y 在 固体 表面 为 常数 。 证 毕 。 
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2.1.4 绝热 运动 方程 


由 于 理想 流体 没有 能 量 耗 散 , 因 此 理想 流体 的 运动 是 绝热 的 。 每 一 部 分 的 炉 不 因 其 在 
空间 内 移动 位 置 而 有 所 改变 。 绝 热 运 动 方程 为 
ds __9s 


坚 一 末 +(o Ws =0 (2.1-10) 
式 中 ,* 为 单位 质量 流体 具有 的 箭 。 上 式 可 改写 成 依 的 连续 性 方程 
LG + (psv) 一 0 C2. 1=11) 
2.1.5 等 炳 运动 
考虑 最 简单 的 情形 ,在 初始 时 刻 流体 内 各 处 的 * 都 相等 。 当 然 ,在 以 后 时 刻 流体 内 各 处 
的 * 依旧 相等 ,不 随时 间 变 化 。 绝 热 运动 方程 为 
5s 一 const (C2, 1-12} 
这 样 的 流动 称 为 等 炉 运动 。 
对 于 简单 流体 ,只 有 两 个 独立 的 状态 参量 ,例如 可 选 为 p 和 ; ,那么 
= pss 《2.1-13) 


所 以 作 等 炉 运 动 的 理想 流体 的 状态 方程 为 
p= pp) (2.1-14) 


2.1.6 ， 作 等 炳 运动 的 理想 流体 的 欧 拉 方程 


将 热力 学 关系 dh=Tdst dp 应 用 到 作 等 炳 运动 的 理想 流体 ,得 


获 三 二 8 尖 [2, VY (2. 1-15) 
p ; ; 

把 式 (2.1-15) 代 入 式 (2. 1-2) ,得 作 等 粹 运动 的 理想 流体 的 欧 拉 方 程 

dv 9v 

时 = 孚 +(a mo 一 一 Vi 十 司 (2.1-16) 
利用 矢量 公式 wa :b=(a* Wb 十 (b* Wa+aX(VXb) 十 bX(VXa) 得 

WX WD ma (2.1-17) 

把 式 (2.1-17) 代 入 式 (2. 1-16) ,得 作 等 炉 运 动 的 理想 流体 的 欧 拉 方程 的 男 一 形式 

27 c ¢ =_v” 号 

vx Ww) = 5 十 4 十 己 】 (2.1-18) 


2.1.7 流体 的 状态 


流体 的 状态 由 五 个 量 决定 : w(w 、v,、v.)、p 和 p。 方程 组 有 五 个 : 欧 拉 方 程 (三 个 )、 连 
续 性 方程 (一 个 ) 绝热 运动 方程 (一 个 )。 

【 例 3】 用 拉 格 朗 日 描写 来 描写 一 维 理想 流体 的 运动 。 

解 : 流体 运动 的 拉 格 朗 日 描写 指 的 是 把 流体 微 元 的 物理 量 表示 为 流体 微 元 的 初始 位 置 


省 
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省 


矢量 和 时 间 的 函数 。 一 维 运动 时 为 
= 
式 中 zo 为 流体 微 元 的 初始 位 置 ,如 图 2. 1. 5 所 示 。 
(1) 连续 性 方程 
流体 微 元 在 初始 时 刻 位 于 位 置 zo ,其 质量 为 dm 二 p(xo ,1) dro。 在 时 刻 1, 该 流体 微 元 到 
达 位 置 x, 其 质量 不 变 ( 图 2.1.6), 即 
dm = p(xo 0)dzxo = p(x dr 


所 以 有 
po(zo'0) = p(x,t) (这 
Co 7/ 
全 Xo | 
ES < 上 
图 2.1.5 流体 微 元 的 初始 位 置 图 2.1.6 流体 微 元 的 运动 
(2) 运动 方程 
dT i a 
在 位 置 = 的 流体 微 元 的 速度 为 { 学 】 ,加 速度 为 [ 3 入 】 ,其 质量 为 dw =pCzs,0)dz = 


PCzot)dz, 受 力 为 p(xzo:0) 一 p(xzo 十 dzxo 1,1) ,如 图 2.1.7 所 示 。 使 用 牛顿 第 二 定律 得 
gx gz 9 

i ( 完 )， 三 0 (有 .EE ( 莽 ] a 

即 运动 方程 为 
gz) (ap 
p(xo 0) OO 二 一 (党 ) 
(3) 绝热 运动 方程 
绝热 运动 方程 为 


SCzoot) = s(xo 0) 


.=° 
如 果 流 体 作 等 炉 运 动 , 那 么 方程 简化 为 
s(Xost) = s(xo 0) = const 
【 例 4】 地 球形 状 的 简化 模型 : 把 地 球 看 成 是 由 不 可 压缩 流体 组 成 的 。 
解 : 把 直角 坐标 系 原点 取 在 地 心 ,= 轴 取 为 旋转 轴 ( 图 2. 1. 8) ,流体 速度 为 w= 二 we: Xr, 即 
Uz Wy», Uy Cr ， VU: 0 
满足 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 。 欧 拉 方 程 化 为 
pl(v» Wu VC 十 oE) = pw (一 ze 一 yey) 


即 
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Plxo, 站 Plxotdxo, 1) 


O x 
| 二 ~ a 
图 2.1.7 流体 微 元 的 受 力 情况 图 2.1.8 旋转 地 球 的 形状 
即 
ap 十 os) a(p+p3) _ ， a(p+ ps) 
ox ey ay Eh az 0 
其 解 为 


p+pS = D0%" (2 +y)+C 


式 中 C 为 积分 常数 。 
为 了 计算 旋转 地 球 的 形状 ,需要 知道 地 球 表面 处 的 引力 势 。 由 于 地 球 的 旋转 角速度 不 
大 ,旋转 引起 的 贡献 可 看 成 微 扰 。 在 零 级 近似 下 ,地球 可 看 成 一 个 半径 为 Re 的 质量 球 对 称 
分 布 的 圆 球 。 由 于 引力 与 库仑 力 都 是 平方 反比 力 , 引 力 场 与 电场 都 遵守 高 斯 定理 ,根据 高 斯 
定理 ,地 球 外 的 引力 势 等 于 假设 地 球 质 量 全 部 集中 在 地 心 时 的 这 样 一 个 质点 产生 的 引力 
势 , 即 
三 = 一 C 刀 (+ Ro) 


式 中 ,G 为 引力 常数 ,M 为 地 球 质 量 ，R。 为 地 球 平均 半径 。 设 地 球 表面 上 的 任意 一 点 到 地 
心 的 距离 为 R= Vx 十 y 十 zx* 。 在 地 球 表面 上 的 引力 势 为 ECR) ,压强 为 零 , 即 p(R) 二 0( 忽 
略 大 气压 ,因为 地 球 内 部 的 压强 远大 于 大 气压 ) 。 使 用 零 级 近似 下 的 引力 势 , 地 球 表面 形状 


由 下 式 给 出 : 
总 _1 :aa ，。 、M 
pl(R) 十 oS (CR) = Bo% 《人 =—pG R 
求 得 
ys M 支 、M 7 放 
R oG < ocll 和 pw (2 Fe 站 


00" (x 9 中 亡 
2 
SR [1+ pe +»)] 


式 中 ,R= 一 0G 总。 所 以 


2 
R? = zx? + y+ Rt + 到 | 


即 地 球 表面 形状 为 


2 PP3 2 PP3 
人 Se 十 人 全 py 二 <? 到 
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Ra = R|syo = Ro, Ro =R | R, (11 


即 地 球 为 一 个 扁 旋转 椭 球 , 扁 率 为 
_ Ro — Ro ouzRi wR 
“ Rs 2GM 一 下 


已 知 ,Ro 二 6. 36X 10*mvo 一 到,T 一 24X3600s,5 一 9 8m/s ,代入 上 式 得 e=0.0017, 观 察 值 


为 e 二 1/298 二 0.0033, 理 论 值 大 约 是 观察 值 的 一 半 。 上 式 仅 考虑 了 地 球 自转 的 贡献 ,没有 
考虑 地 球 由 于 自转 成 为 扁 旋转 椭 球 后 引起 的 引力 势 的 变化 对 扁 率 的 贡献 ,二 者 是 同一 数量 
级 的 (习题 2-1-10)。 


习题 

2-1-1 证 明 不 可 压缩 理想 流体 的 欧 拉 方 程 有 如 下 两 种 形式 : 

dv_9v —-_Vvtis 90_ __vriprs 
EB 区 十 (9 Vv 人 + 引 ， 元 vX (VX v) +2+a| 


2-1-2 假设 非 惯性 参考 系 以 加 速度 a 相对 于 地 面 参 考 系 ( 惯 性 参考 系 ) 运 动 ,引进 惯性 
力 , 写 出 非 惯性 参考 系 里 的 欧 拉 方程 。 

2-1-3 ”对 于 地 球 上 的 小 尺度 流体 流动 ,地 球 参考 系 是 一 个 近似 程度 很 好 的 惯性 参考 
系 。 但 是 对 于 大 尺度 的 地 球 大 气流 动 , 地 球 参 考 系 不 再 是 一 个 近似 程度 很 好 的 惯性 参考 系 ， 
需要 选 太 阳 参 考 系 作为 惯性 参考 系 。 引 进 惯 性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 ,假设 地 球 作 匀 速 旋转 ， 
忽略 地 球 围 绕 太 阳 运 动 引 起 的 惯性 力 ,把 欧 拉 方 程 推 广 到 地 球 参考 系 , 证 明 为 

?学 =p 守 +p(w Vv=— Vp—pE+pwr—2w Xv 


式 中 ,w 为 地 球 旋 转角 速度 ,r 为 大 气质 点 相对 于 地 球 自转 轴 的 垂直 位 移 和 撩 量 , 全 为 地 球 引 


力 势 。 
2-1-4 如 果 题 2-1-3 中 的 流体 作 等 灶 运 动 ,证 明 欧 拉 方 程 化 为 两 种 等 效 的 形式 ， 
dv _ am -3 
各 = 加 +(v. mo 一 人 + yo ) 2wXw 
好 一 wxX (以 可 宁 十 4 十 三 2 2wXnw 


2-1-5 从 绝热 运动 方程 (2. 1-10) 出 发 ,推导 习 的 连续 性 方程 (2.1-11) 。 
2-1-6 已 知 不 可 压缩 理想 流体 作 二 维 等 粹 运动 ,证 明 欧 拉 方 程 (2. 1-18) 化 为 


9v vw ps 
a +QAWw V+2+a) 


au au， 9 9 lg 
式 中 :0 一 一 党 十 天 一 一 | 5 二 和 je 为 油 量 值 ,4 为 流 函 数 。 


如 果 流 体 作 定常 流动 ,证 明 解 为 


鼠 十 垩 十 王 | - 
十 了 十 三 十 |2dy = const 
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2-1-7 已 知 平面 极 坐标 系 里 的 流 函 数 为 
到 二 下 好 
y u(r sin ln a 
式 中 ,Ua、K 为 常数 。 证 明 流 动 为 不 可 压缩 流体 绕 圆柱 面 为 r==a 的 静止 圆柱 的 二 维 流动 。 
2-1-8 已 知 平面 极 坐标 系 里 的 流 函 数 为 


= 
y= Ar sin 7 


式 中 A 和 a 为 常数 。 证 明 流动 为 不 可 压缩 流体 在 一 个 角 内 
的 二 维 流动 ,该 角 由 夹 角 为 a 的 两 个 固体 平面 形成 。 

2-1-9 如 图 2.1.9 所 示 , 横 截面 不 变 的 盛 水 U 形 管 , 静 
止 时 两 边 管 水 面 距离 管 口 均 为 h,U 形 管 以 恒定 角速度 w 绕 
沿 竖 直方 向 的 zx 轴 旋 转 , 两 边 管 与 x 轴 的 距离 分 别 为 a 和 b， 
是 管 口 直 径 远 小 于 a 和 2, 水 可 视 为 不 可 压缩 的 。 证 明 水 不 
溢出 管 口 的 最 大 角速度 为 


< 
静止 时 水 面 位 置 


图 2.1.9 旋转 U 形 管 


gh 
到 一 好 


2-1-10 地 球形 状 的 简化 模型 的 进一步 深化 。 地 球 的 引力 势 为 
ECm) =— Ga BO 


Jr =| 


ee 


作 泰勒 展开 
1 1 一 2r。r' +r :YY 1 La A 3 人 一) 
， 1 a 
[三 庚 | + (1+ 斌 ) [+ 7 2 十 四 ] 


把 坐标 系 原点 选 在 地 球 质心 ,把 = 轴 取 为 地 球 自 旋 轴 ,满足 : 
[EDA 至 arecoy 一 一 0， |p ay 一 0 


arecpys' 一 0， reer )zx'z" = 
证 明 : 


[a] 


G G 


r 


M Diz’ 十 Dazyz 十 Diz2 
y i 
27 
式 中 ， 
B= [EEA —r?), D,= ever )(3y 一 六 2) 
= [roc 3 —r’?) 


上 式 称 为 麦 柯 拉夫 (MacCullagh) 公 式 。 
由 于 地 球 为 一 个 近似 的 扁 旋 转 椭 球 , 有 D, 实 D。 
证 明 地 球 表 面 形状 为 


1 2 及: 了 D)， :二 人 wR3 D :十 人 D, 
GM MRiJ® GM MRI)Y MR 


扁 率 为 


Rs = Rn = wR 1 D) = D; 
区 2GM 2MR3 
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2.2 静 力 学 方程 


2.2.1 和 静 力 学 方程 的 推导 


在 流体 静止 的 情况 下 , 欧 拉 方程 (2. 1-2) 化 为 静 力学 方程 
Vp = pf ex (2.2-1) 
在 地 球 表 面 上 ,重力 加 速度 可 看 成 常数 , 选 = 轴 竖 直 向 上 ,有 f. 二 g 二 一 ge:, 则 静 力 学 
方程 化 为 


凶 三 莹 二 (2.2-2) 
通常 情况 下 可 以 把 流体 看 成 是 不 可 压缩 的 ,积分 得 
户 一 一 gz 十 C (2.2-3) 


式 中 C 为 积分 常数 。 
如 果 使 用 非 惯 性 参考 系 , 欧 拉 方 程 (2. 1-7) 化 为 
图 一 pf 十 JD (2.2-4) 
【 例 1】 地 球 大 气 层 的 简化 模型 : 对 于 地 球 的 大 气 来 说 ,把 大 气 看 成 是 不 可 压缩 的 并 不 
是 一 个 很 好 的 近似 。 大 气 低 处 与 高 处 各 层 间 不 断 发 生 空气 交换 ,由 于 空气 的 导热 性 能 不 好 ， 
空气 在 上 升 时 的 膨胀 及 下 降 时 的 压缩 可 看 成 是 绝热 过 程 。 
解 : 把 坐标 系 原点 取 在 地 球 表面 ,= 轴 沿 竖 直 向 上 方向 。 空 气 的 绝热 过 程 方程 为 
£22) 一 [人 到] 
po po 


容量 。 把 上 式 代 入 静 力 学 方程 (2. 2-2) 可 得 
dp dd | 
= | (&) |==& 
边界 条 件 为 p(x 二 也 ) 二 0, 这 里 互 为 大 气 层 厚度 。 积 分 得 


pr 一 Z 一 1828(H z)， 嫩 7 po 
7Y po 7 一 1 goo 


【 例 2】 牛顿 旋转 水 桶 实验 : 一 盛 有 不 可 压缩 的 水 的 圆柱 形容 器 在 重力 场 中 以 恒定 的 
角速度 绕 自身 轴 旋 转 ,达到 稳 恒 状态 后 ,水 桶 里 的 水 像 刚 体 一 样 旋转 , 桶 壁 处 的 水 的 速度 与 
桶 壁 的 速度 相等 。 使 用 随 容器 旋转 的 非 惯 性 参考 系 , 确 定 水 的 自由 面 的 形状 。 

解 : 在 随 容器 旋转 的 非 惯性 参考 系 中 ,这 个 问题 是 一 个 静 力 学 问题 。 

把 = 轴 取 在 圆柱 形容 器 的 轴 上 (图 2. 1. 6) 。 因 为 单位 质量 流体 受到 的 离心 力 为 

fi = w (ze ye,) 


所 以 静 力 学 方程 变 为 
Vp =— pge: + pw’ (ze 十 yey) 
积分 得 


志 Fpo" (x = 一 必 冯 十 局 
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式 中 C 为 积分 常数 。 
在 流体 自由 面 上 的 压强 为 大 气压 , 故 自由 面 为 旋转 抛物 面 
1 


z= 二 一 w(x: 二) 十 Ci 
2g 


式 中 Ci 为 常数 。 
【 例 3】 如 图 2. 2. 1 所 示 ,一 个 盛 有 不 可 压缩 液体 的 容器 沿 水 平方 向 作 等 加 速 直 线 运 
动 , 加 速度 为 a, 求 液体 表面 形状 。 
解 : 在 容器 静止 的 非 惯性 系 里 ,单位 质量 的 流体 所 受 惯 性 力 为 fi 二 一 pa ,代入 欧 拉 方 
程 (2. 2-4) 得 
一 VP 十 o(g 一 4a) 一 0 


化 为 

op __ 本 ap 

Be ~ le” i 
积分 得 


p=—pgz++pazt+D 
式 中 了 为 积分 常数 。 在 液 面 上 流体 压强 为 大 气压 po, 即 p= 二 一 pgx 十 oax 十 D 二 po，, 液 面 形 


状 为 z 一 全 z 十 C, 这 里 C 为 常数 。 


【 例 4】 潮汐 的 静 力 学 模型 。 

解 : 为 了 正确 描述 潮汐 ,需要 选择 遥远 的 几乎 固定 不 动 的 恒星 作 惯 性 参考 系 ( 参 考 习 
题 2-2-4) 。 如 图 2. 2. 2 所 示 ,地 球 参考 系 ( 非 惯 性 参考 系 ) 的 坐标 系 取 为 两 套 , 原 点 均 取 在 
地 球 的 中 心 上 , = 轴 和 x' 轴 相同 ,x 轴 位 于 地 球 和 月 球 的 连 线 上 ,x 轴 位 于 地 球 和 太阳 的 连 线 
上 ,两 者 的 夹 角 为 9。 在 地 球 参考 系 里 ,月 球 的 位 置 矢 量 为 Lewe, ,太阳 的 位 置 矢量 为 Lese', , 海 
洋 里 的 一 个 流体 质点 的 位 置 矢量 为 r 一 ze 十 yey 十 se 一 ze 十 ye 十 xe:。 这 里 Lew 为 月 球 与 
地 球 之 间 的 距离 ，Les 为 太阳 与 地 球 之 间 的 距离 ,二 者 随时 间 的 变化 不 大 ,可 以 假设 为 常数 。 


海洋 里 的 一 
个 流体 质点 


恒星 参考 系 


Lesex 
ms 
太阳 
MM 
月 球 
图 2.2.1 运动 的 容器 图 2.2.2 人 恒星 参考 系 


地 球 所 受 的 外 力 为 月 球 和 太阳 分 别 施加 的 万 有 引力 。 由 于 太阳 月 球 与 地 球 各 自 之 间 
的 距离 远大 于 它们 自身 的 尺寸 ,因此 可 以 把 三 者 视 为 质点 。 设 恒星 参考 系 里 地 球 的 位 置 矢 
量 为 be 。 在 恒星 参考 系 , 根 据 牛 顿 第 二 定律 ,地 球 的 动力 学 方程 为 


dz ~ MEM ~ MEM 
[3 二 G E 2 十 | EE Se 
t Lem LEs 


me 
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因此 在 恒星 参考 系 地 球 的 加 速度 为 申 回 二 Gt6 什 e 


现在 我 们 确定 在 地 球 参考 系 地 球 表面 处 的 外 力 势 写 。 在 地 球 参考 系 研究 海洋 里 的 一 个 
质量 为 m 的 流体 质点 的 运动 时 ,可 以 把 太阳 和 月 球 视 为 质点 ,地 球 的 质量 分 布 可 以 假设 为 
球 对 称 的 ,因此 太阳 、 月 球 和 地 球 对 海洋 里 的 一 个 质量 为 m 的 流体 质点 施加 的 万 有 引力 分 
别 为 


mms / mm™ ,MME 
二 [Leses ry Fe = [Lemer r)s G r 
另外 ,由 于 地 球 参 考 系 是 非 惯性 系 , 该 质点 还 受到 惯性 力 
于 让 ~、 MM ;Ps er 
mo- mG Li mG Ea 
作用 。 因 此 在 地 球 参考 系 , 施 加 于 海洋 里 的 流体 质点 的 合 外 力 为 
~ MM ;Ps ev ME mm 
mG Ti er — mG LR er— mG 天 rimG Te :CLemer 十 


mG La (Lese' 一 r) =—m 到 


| Leses—r | 
积分 得 
2 ~ ML ~ M1 .IN m m 
B= 一 在 二 一 娩 | TI a 
了 EM -ES r | EMEz r ESEz—r 


由 于 月 地 距离 和 日 地 距离 远大 于 地 球 半 径 , 即 Lew >r 和 Les 人 >r, 作 泰勒 展开 并 保留 到 
二 级 项 得 


TE Le) +y + es ti 二 ++ 3 十 … 
TET Ls) ty + 去 + 总 5 Fe 
因此 使 用 上 面 的 泰勒 展开 式 ,ES 可 以 表示 为 
号 = 一 G- Gi (3z? —7) c3 (3z' 一 天 ) 十 … 


式 中 的 常数 项 因为 无 关 紧要 已 经 省 略 。 使 用 球 坐 标 系 , 有 


工 一 rsingcosp， y= rsin0sinp 


有 
zx' = zcosG9 十 ysing = rsinbcos(g— ©) 
所 以 
a--0 竺 -6 (3 sin?0 cos2p 一 1) 一 c2 [3 sin?0 cos2(p 一 9) 一 1] 十 … 


为 简单 起 见 , 我 们 对 潮汐 作 静 力学 处 理 。 静 力学 方程 为 YA 三 一 p ,积分 得 p= 二 
一 0E 十 C, 这 里 C 为 积分 常数 。 应 用 所 得 方程 p 二 一 pS 十 C 到 海洋 表面 ,在 海洋 表面 压强 为 
大 气压 ,是 恒定 的 ,所 以 当 海 洋 处 于 静 力 学 平衡 时 ,海洋 表面 处 的 外 力 势 三 为 常数 , 即 


~ aNE Gr 
襄 皇 = 想 


Ge 


2 sin’0 coszp 一 1) 一 


a sin20 cosz(9 一 @) 一 1 十 … 


一 COnST 
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设 无 潮汐 时 ”一 Re ,这 里 Re 为 地 球 半径 , 则 /一 "一 Rs 为 潮汐 高 度 。 使 用 户 ,上 式 可 写 为 


呈 Gne Ga SS 四 
二 一 本 二 及 交配 (Reh)’ (3 sin20cos2p 一 1) 
Gnsr Ce, hy ai Oop toi =] 
了 E sin’0 cos’ (g— 0O)—1]+* = const 
2LEs 


由 于 A 和 Re ,使 用 泰勒 展开 并 保留 到 一 级 项 得 
Gm h GmuRt,, ， 
人 司 oli 3 sin 


Poe0s ys = 1 = 


~ 2 
CnsRt [, sin20 cosz(p 一 9) 一 1] = const 
2LEs 
由 于 上 式 对 任意 的 0 和 og 均 成 立 , 有 
~ ~ 2 ~ 2 
Gey CoawRE(3 sin20 coszg 一 1) 一 ComsRE[s sin?g cos’(g—0O)—1]=0 
RE 2LEm 2LEs 
化 简 得 
_ muRt er? 2 msRE co i 
一 nd sin 0 cos 9 一 1) 十 2me LL sin 0 cos’ (g—0O) i] 


2.2.2 阿 基 米 德 定律 

古 希 腊 科学 家 阿 基 米 德 (图 2.2. 3) 发 现 了 著名 的 浮力 定律 : 水 中 静止 不 动 的 物体 受到 
的 浮力 大 小 等 于 被 物体 所 排出 的 水 的 重量 ,方向 与 重力 方向 相反 ,而且 浮 力 的 作用 线 通 过 被 
物体 所 排出 的 水 的 重心 。 


图 2.2.3 流体 静 力 学 奠基 人 阿 基 米 德 (Archimedes, 公 元 前 287 一 公元 前 212) 


现在 我 们 来 证 明 浮力 定律 是 流体 静 力学 的 推论 。 

证 明 : (1) 物体 全 部 浸入 水 中 

为 了 简化 书写 ,引进 爱 因 斯 坦 求 和 约定 : 只 要 同一 下 标 符号 在 某 一 项 中 重复 出 现 两 次 ， 
意味 着 对 该 项 的 该 下 标的 一 切 可 取 值 求 和 。 
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物体 所 受 的 合力 可 以 表示 为 
I ap 本 本 
F Ppas Ppnds opuids = ei | 天 tr =- | war 
=—| pgdv =—pVg (2.2-5) 
式 中 为 方便 起 见 我 们 使 用 了 记号 
Ea TX, el Gs y, ez Bys Hy z (2.2-6) 
e3 @»s WW=emns 一 Ci 下 一 6F， 
7 二 (ma ,ma ,73 ) 为 物体 表面 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 ,并 且 使 用 了 高 斯 定理 
aQ ， (faaQ 国 
此 3 = | 天 dzridzrzdzs = 中 omas 
从 式 (2.2-5) 我 们 还 获得 了 一 个 矢量 公式 
中 ras= | VFdV 
S VY 
力矩 为 
M = X pdS = 一 中 X pndS 
使 用 高 斯 定理 力矩 分 量 可 以 写 为 
_ 9(yp) 9(zp) 9p_ .ap 
M, 中 com zpny)dS LI 3 3 ]v |, [2 zy]Y 


=-| (rx Vp)dV 
入 
把 上 式 写成 矢量 式 ,得 
M =-| x vpdV =-| Xedy =—pg Xx | av =—pgV Xre (2.2-7) 


式 中 x 为 所 排出 的 水 的 重心 的 位 置 撩 量 。 

(2) 物体 部 分 浸入 水 中 

设 物 体 浸入 水 中 部 分 为 V: ,露出 水 面 上 部 分 为 wi ,水 面 上 部 分 所 受 的 压强 为 大 气压 
po ,不 变 。 由 式 (2.2-5) 和 式 (2.2-7) 得 


下 中 pds 中 ords | war= | VpodV | VpdV 
S S 入 Vi Vs 


=-| BdV =— pg8V: 

Ve 

M= 一 | x vdv =-| rx vav —| rxvodv =—| rxpedV 
Vv Vi Vy Vy 


=— pg x] rdV =—pgV: Xrc 
式 中 r 为 物体 所 排出 的 水 的 重心 的 位 置 矢量 。 证 毕 。 
【 例 5】 阿 基 米 德 浮力 定律 的 推广 。 如 图 2. 2. 4 所 示 ,一 物体 浸 人 两 种 互 不 混合 的 液 
体 1 和 2 中 ,密度 分 别 为 p, 和 ps, 一 种 液体 在 上 面 , 男 一 种 液体 在 下 面 ,物体 在 两 种 液体 中 
的 体积 分 别 为 V; 和 V;, 求 物体 所 受 的 力 和 力矩 。 
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图 2.2.4 浸入 两 种 互 不 混合 的 液体 中 的 物体 
解 : 由 式 (2.2-5) 和 式 (2.2-7) 得 
F bpas Pb pnds |_wav | VpdV | VpdV 
5 S V 人 Vs 


| agav —| pgdv =— pgV, — pogV: 

Ma be 

M= 一 | rx vav = 一 | -xueay = 一 | rxpgdv—| rxXpgdV 
Vv V ww Vs 


=—pgX | rdV —pg x|, rdV =—pgVi Xro— pgV, X rc 

式 中 rc 和 rc 分 别 为 物体 所 排出 的 液体 1 和 2 的 重心 的 位 置 矢量 。 

将 以 上 结果 应 用 于 部 分 浸入 水 中 的 物体 ,由 于 空气 的 密度 远 小 于 水 的 密度 , 阿 基 米 德 定 
律 仍 成 立 。 

【 例 6】 一 物体 部 分 浸入 水 中 ,讨论 物体 的 平衡 问题 。 

解 : 设 C 为 物体 所 排出 的 水 的 重心 的 位 置 ,物体 重心 的 位 置 为 C, 一 般 情 况 下 两 个 重心 
的 位 置 并 不 重合 。 物 体 平 衡 的 必要 和 充分 条 件 为 合力 和 合力 矩 等 于 零 , 即 中 浮力 与 重力 大 
小 相等 ; @ 浮 力 与 重力 两 者 的 作用 线 重合 。 如 果 C' 在 C 上 , 则 平衡 是 稳定 的 。 这 是 因为 当 
物体 受 力 稍 微 倾斜 一 点 时 ,浮力 与 重力 构成 的 力 偶 试图 恢复 平衡 (图 2. 2.5)。 反 之 ,如 果 C 
在 C' 上 , 则 平衡 是 不 稳定 的 。 这 是 因为 当 物 体 受 力 稍微 倾斜 一 点 时 , 淫 力 与 重力 构成 的 力 
偶 试图 离开 平衡 (图 2. 2. 6)。 


CR 
EE 


图 2.2.5 C' 在 C 上 的 情形 图 2.2.6 C 在 C' 上 的 情形 
(a) 平衡 时 ;(b) 偏离 平衡 时 ,产生 的 力矩 试图 恢复 平衡 (a) 平衡 时 ;(b) 偏离 平衡 时 ,产生 的 力矩 试图 离开 平衡 


【 例 7】 证 明 一 个 密度 小 于 水 的 均匀 物体 , 放 在 水 上 总 是 不 稳定 的 。 
证 明 : 一 个 密度 小 于 水 的 均匀 物体 , 放 在 水 上 ,只 有 部 分 浸入 水 中 。 因 此 


| rdV 十 | rdV | rdV 
Mi Vs a 
Vth 


rc 一 
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式 中 Vi 和 V 分 别 为 露出 水 面 和 浸 和 人 水 中 的 体积 。 如 图 2. 2.7 所 示 , 选 > 轴 向 上 ,坐标 系 的 
原点 选 在 C 上 ,那么 


上 zdV | zdV 十 上 zdV | zdV 
鬼才 0 
由 于 C' 在 Vs 内 ,Vi 在 Vz 上 ,因此 在 Vi 内 有 >>0, 得 xc>>0 ,所 以 有 zc 二 zc, 即 C 在 C' 上 ， 


平衡 是 不 稳定 的 。 


图 2.2.7 密度 小 于 水 的 均匀 物体 


2.2.3 星体 静 力学 平衡 方程 
假设 星体 由 流体 组 成 ,没有 旋转 , 静 力 学 方程 为 
一 方 丰 一 到 (2.2-8) 
式 中 三 为 引力 势 ,由 下 式 给 出 
ECm) =—G|ar Di (2. 2-9) 
式 中 ,o(r ) 为 质量 密度 ,G 为 万 有 引力 常数 。 


把 驳 作 用 于 方程 (2. 2-9) 两 边 ,并 应 用 只 TL 上 一 一 4x8(r 一 ,我 们 看 到 三 满足 泊 松 


方程 
VE = 4rGp (2. 2-10) 
用 V 点 乘 方程 (2. 2-8) 两 边 ,并 使 用 式 (2. 2-10) ,得 星体 静 力 学 方程 
vy. (GS W |=— dxGp (2.2-11) 
对 于 质量 足够 大 的 星体 ,其 质量 和 压强 分 布 是 球 对 称 的 ,星体 静 力 学 方程 化 为 
Cl i 
pr 于 ]= 4xGp (2. 2-12) 


【 例 8】 地 球 的 简化 模型 : 把 地 球 看 成 由 质量 均匀 分 布 的 流体 组 成 且 不 考虑 旋转 。 
解 : 静 力 学 方程 为 


站 dx 2 
Vp=p8 = eg popG FP 3 er 3 Gre. 


即 
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积分 得 
关 疝 二 PGR = 


已 使 用 边界 条 件 : 在 地 球 表面 压强 为 零 p(R) 二 0( 忽 略 大 气压 ,因为 地 球 内 部 的 压强 远大 于 
志气 桂 癌 

【 例 9】 著名 物理 学 家 费 米 说 过 :“ 经 常 是 ,使 用 元 长 数学 手段 推出 的 结果 ,并 不 比 粗 数 
量 级 计算 得 到 的 结果 更 好 。” 白 矮星 由 处 于 电离 状态 的 原子 核 和 电子 构成 ,温度 可 看 成 绝对 
零度 ,相互 作用 可 忽略 不 计 , 由 电子 气体 的 量子 简 并 压强 支撑 。 如 果 白 矮星 质量 不 大 ,电子 
气体 可 看 成 非 相 对 论 性 的 。 由 统计 物理 我 们 知道 ,处 于 绝对 零度 的 非 相对 论 性 的 无 相互 作 


用 的 电子 气体 的 量子 简 并 压强 为 一 Knss ,这 里 天 一 总 (3 了 2)23 必 一 2x 太 为 普 朗 克 常 量 ， 


5me 


m。 为 电子 质量 ,n。 为 电子 气体 的 数 密度 。 使 用 数量 级 估计 证 明 , 白 矮星 的 质量 M 和 半径 RR 


存在 关系 MR’ =« och ,这 里 «为 无 量 纲 常数 ,2 为 原子 序数 ,ms 为 原子 核 质量 ,G 为 


ms 
引力 常数 。 
证 明 : 根据 星体 平衡 方程 (2. 2-12) 作 数量 级 估计 得 
p ~ Go R’ C1 
式 中 pp 为 白矮星 的 质量 密度 。 由 于 白矮星 是 电 中 性 的 ,白矮星 内 的 电子 数目 与 原子 核 的 数 
目 N 的 比值 等 于 原子 序数 Z, 有 po 一 MR-: 一 NOmas 十 Ze)R ~NmsR ,ne~ZNR-?。 因 
此 有 


0 一 MR 一 一 NmnR ~ nema/Z (2) 
使 用 p= 二 Kn 、 式 (1) 和 式 (2) 得 
户 一 GozRz 一 Kn 一 天 (Zo) 一 GCMR-:)2Rz 一 天 (2) or) 
即 
3 [2Y 6 
MR =« (tW) ( 夫 ) = 
数值 计算 给 出 
l AY 
RM=91.88 (tw-) (过 ] 
计算 细节 见 朗 道 和 和 栗 弗 席 兹 的 统计 物理 书 。 
【 例 10】 重 原子 的 统计 模型 (托马斯 - 费 米 模型 ): 重 原 子 由 带 正 电 Ze 的 原子 核 和 核 
外 的 Z 个 电子 构成 ,由 非 相 对 论 性 的 电子 气体 的 量子 简 并 压强 p= 二 Kni% 支撑 ,这 里 天 一 


名 (3x2)268 为 常数 为 电子 气体 的 数 密度 。 使 用 数量 级 估计 证 明 , 重 原子 的 能 量 为 E,== 


5me 
aZ' Ei ,这 里 a 为 无 量 岗 常数 ,EF 二 一 了 < 二 一 13. 6eV 为 氧 原子 的 基态 能 ,eo 为 真空 介 电 


8esh: 
常数 ,e 为 电子 电荷 值 。 
解 : 设 原子 的 特征 尺寸 为 R。 根 据 库仑 定律 ,原子 内 部 的 电场 强度 的 数量 级 为 EE~ 
Z 


-人 " 电 子 气 休 的 电荷 密 度 的 数量 级 为 p.~ 乱 。 根 据 电子 气体 的 平衡 方程 Vp 二 p.E, 电 子 气 
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(Ze)’ 
EoR4“ 


子 气体 的 数 密度 的 数量 级 为 .~ 去 ,因此 有 


~ Ze) ~ gens ~ ( Z 到 
p wR’ Kne K 


体 压强 的 数量 级 为 2 一 Ro.EE 一 


此 压强 为 电子 气体 的 量子 简 并 压强 p 二 Kns*, 这 里 电 


即 
A Keo ys 
原子 的 总 能 量 E, 由 电子 气体 的 动能 E 、 电 子 之 间 的 势能 及 电子 与 原子 核 之 间 的 势能 构成 ， 


均 为 同一 数量 级 , 即 E~E.~E,~L ‘4. 所 以 有 


即 E, 二 aZ"E,。 使 用 氨 原 子 的 电离 能 的 实验 值 79. 005eV 来 计算 ,得 a 二 1.1527。 使 用 锂 
原子 的 电离 能 的 实验 值 203. 456eV 来 计算 ,得 a 二 1.1525。 托 马 斯 - 费 米 模型 给 出 a 二 1. 5294， 
细节 见 朗 道 和 票 弗 席 兹 的 量子 力学 书 。 

习题 

2-2-1 考虑 例 1 的 大 气 层 简化 模型 ,已 知 5 一 9.8m/s: ,加 一 1.013X105Pa,m 一 1. 29kg/ms ， 
7 二 1. 40, 计 算 大 气 层 厚 度 及 总 质量 。 

2-2-2 有 一 盛 水 的 开口 容器 以 恒定 加 速度 a 沿 与 水 平方 向 夹 角 为 9 的 斜面 向 上 运动 ， 
求 容 器 中 水 面 的 形状 。 

2-2-3 用 例 4 推导 出 的 潮汐 高 度 公式 分 别 计算 由 月 球 和 太阳 引起 的 潮汐 的 最 大 高 度 。 
月 球 和 太阳 哪 一 个 对 潮汐 的 贡献 大 ? 

2-2-4 取 地 球 参考 系 为 惯性 参考 系 ,研究 潮汐 的 静 力 学 模型 。 

提示 : 如 图 2. 2. 8 所 示 ,证 明 在 地 球 参考 系 , 施 加 于 海洋 里 的 质量 为 m 的 流体 质点 的 合 
外 力 为 


GEr 十 G i 人 FLane 一 站 十 GT CA 下 (Leses r) 三 一 mm 到 
-EMezr 一 “ESCzr 
积分 得 在 地 球 参考 系 地 球 表面 处 的 外 力 势 
,INE T mMm™ ms 
四 ec | Leve: —r | | Lese’—r 
作 泰 勒 展开 并 保留 到 一 级 项 得 
,ME 、777 M ,Ms / 
=--6 尝 -6 生 zc 全- 


G G Te rsingcosp—G 二 rsingcos(g 一) 


ES 
对 潮汐 作 静 力学 处 理 , 证 明 潮汐 高 度 为 


_ mu Ri 
me Lim 


3. 
ms RE 
sinbgcosp 十 一 天 

me Lis 


singcos(g — ©) 
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作 数 量 级 估计 
me Re 1 mum RE 
m™ We 工 EM 60” me Lim a0 


3 
me _3X10， Fe ~4x10s, ™s RE _3000m 
ms Les me LEs 


大 洋 处 观测 到 的 潮 差 约 为 1m。 理 论 值 远大 于 观察 值 ,说 明 对 于 潮汐 地 球 参考 系 不 是 一 个 近 
似 程度 很 好 的 惯性 系 。 

2-2-5 一 个 人 质量 m= 二 63kg, 身 高 二 1.7m, 站 着 时 重心 高 Hi 二 0. 9m, 坐 着 时 重心 
高 有 ;二 0. 3m。 一 个 长 方 体 形 塑 料 盆 (可 忽略 质量 ) ,长 、 宽 、 高 分 别 为 a==0. 3m、b 二 0. 3m、 
c 二 lm。 盆 放 在 水 上 ,人 站 在 或 坐 在 倪 中 心 ,分 别 讨论 平衡 问题 。 

2-2-6 一 密度 与 水 相同 的 半径 为 R 的 圆 球 悬 浮 于 水 中 , 若 将 球 从 水 中 取出 , 问 至 少 需 
做 多 少 功 ? 

2-2-7 为 了 测量 一 个 物体 的 密度 o, 第 一 步 把 它 放 在 台秤 上 , 记 下 读数 mm; 第 二 步 把 一 
杯 密度 为 w 的 液体 放 在 年 上 , 记 下 读数 Mi ; 第 三 步 把 物体 用 细 线 绑 上 ,用 手提 着 物体 ,让 它 


全 部 浸 人 液体 中 , 记 下 读数 Ms 。 证 明 物体 的 密度 为 p 一 o yy 


2-2-8 一 立方 体 木 块 ,初始 时 如 图 2. 2. 9(a) 所 示 ,一 半 浮 在 水 中 ,处 于 平衡 状态 ,已 知 
边 长 为 20cm ,重心 距 左边 10cm, 距 底 边 6cm。 现 在 让 木 块 倾斜 45", 如 图 2. 2. 9(b) 所 示 , 求 
此 时 木 块 受到 的 力矩 。 问 初始 位 置 是 否 是 稳定 平衡 ? 


海洋 里 的 一 ey 
个 流体 质点 省 地 球 参 考 系 


地 球 中 心 2 
m r 也 球 中 心 |o 
Lise 下--- 二 -十 轰 
Co 
ms | 
太阳 
MM 
月 球 (a) (b) 
图 2.2.8 地 球 参考 系 图 2.2.9 浮 在 水 中 的 立方 体 木 块 


2-2-9 使 用 例 8 的 地 球 简化 模型 计算 地 球 中 心 的 压强 p(0) 及 数值 。 

2-2-10 已 知 构成 一 星体 的 物质 的 状态 方程 为 5 一 Cz ,这 里 C 为 常数 ,证 明星 体 前 力 
学 平衡 方程 为 Vo= 一 22ep ,有 严格 解 p 一 pn Sm 和 ,这 里 k 一 人 /2 ，wn 为 常数 ,星体 半径 为 
x/x。 此 即 著名 的 地 球 质量 分 布 的 勒 让 德 - 拉 普 拉 斯 公式 。 

2-2-11 已 知 构成 一 星体 的 物质 的 状态 方程 为 p 一 Crs ,这 里 C 为 常数 ,证 明星 体 静 力 


学 平衡 方程 有 严格 解 p 二 Cp 二 27 抬 (a? 十 站) 下 ,星体 半 公 为 无 穷 大 ,但 总 质量 有 限 ， 


2-2-12 白矮星 由 电子 气体 的 量子 简 并 压强 支撑 。 如 果 白 矮星 质量 足够 大 ,其 电子 气 
体 将 是 相对 论 性 的 。 在 极端 相对 论 性 的 情况 下 ,使 用 统计 物理 容易 证 明 电子 气体 的 量子 简 


并 压强 为 p 一 Kt ,这 里 开 一 至 (3m) 为 常数 ,xx 为 电子 气体 的 数 密度 ,c 为 真空 中 的 光 
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速 。 使 用 数量 级 估计 证 明 ,白矮星 的 质量 为 唯一 值 , 即 Ma ( 获 】 (过 】 ,这 里 a 为 无 呈 


岗 常数 。 因 此 白矮星 质量 存在 一 个 上 限 , 称 为 钱 德 拉 塞 卡 (Chandrasekhar) 极 限 , 数 值 计算 
结果 为 


区 3/2 2 2 
M = 3.09761 (区 ) ( 世 ) 储 2.855 X 10 kg = 1. 435Ms 


为 太阳 质量 的 1. 435 倍 。 计 算 细 节 见 朗 道 和 栗 弗 席 兹 的 统计 物理 书 。 


2.3 表面 张力 现象 与 拉 普 拉 斯 公式 


2.3.1 表面 张力 现象 


观察 表明 ,液体 的 表面 有 点 像 绷 紧 的 弹性 薄膜 ,有 收缩 的 趋势 ,这 种 现象 称 为 表面 张力 。 
使 表面 有 着 收缩 趋势 的 力 称 为 表面 张力 。 例 如 ,夏天 经 常 可 见 昆虫 在 湖面 上 停留 或 滑行 。 
由 于 液体 分 子 之 间 极 为 短程 的 相互 作用 ,两 种 不 同 液体 之 间 的 相互 作用 是 通过 分 界面 两 侧 
附近 厚度 为 零点 几 个 纳米 的 分 子 层 内 的 分 子 之 间 的 相互 作用 实现 的 。 从 微观 角度 看 ,表面 
张力 起 源 于 分 界面 处 分 子 层 内 的 分 子 受到 的 相互 作用 力 的 不 对 称 分布 。 对 于 同一 液体 内 部 
的 分 子 , 周 围 液体 分 子 的 分 布 统计 上 是 对 称 的 ,其 受 力 情况 从 统计 上 讲 也 是 对 称 分 布 的 , 导 
致 液体 内 部 分 子 受 到 的 合 外 力 的 统计 平均 值 为 零 。 而 处 在 分 界面 处 的 分 子 层 内 的 分 子 ,一 
方面 受到 同一 液 相 内 相同 物质 分 子 的 作用 , 另 一 方面 受到 相 邻 的 性 质 不 同 的 另 一 相 中 物质 
分 子 的 作用 ,其 受 力 情况 从 统计 上 讲 不 是 对 称 分 布 的 ,导致 其 受到 的 合 外 力 不 为 零 。 从 宏观 
角度 看 ,分 界面 处 的 分 子 层 可 以 当成 无 限 薄 的 几何 面 来 处 理 。 

表面 张力 方向 与 分 界线 垂直 并 与 液体 表面 相 切 , 指 向 液 
面 收缩 趋势 的 方向 。 表 面 张力 由 表面 张力 系数 来 描述 。 设 
想 在 液 面 上 作 一 单位 长 度 的 线段 ,其 两 旁 液 面 的 相互 拉力 定 
义 为 表面 张力 系数 o。 

将 含有 一 个 活动 边框 的 金属 线 框架 放 在 肥皂 液 中 ,然后 
取出 悬挂 ,活动 边 在 下 面 ,如 图 2. 3. 1 所 示 。 由 于 金属 框 上 的 
肥皂 膜 的 表面 张力 作用 ,可 滑动 的 边 会 被 向 上 拉 , 直 至 顶部 。 
施加 外 力 与 表面 张力 相等 , 即 下 二 2al, 此 时 活动 边 处 于 平衡 ”图 2.3.1 人 金属 框 上 的 肥皂 膜 
状态 。 让 活动 边 无 限 缓慢 移动 dz, 外 力 所 做 的 功 为 

dA = Fdz = 2aq dr = odS (2.3-1) 
式 中 dS 为 液 面 增加 的 面积 。 式 (2. 3-1) 表 明 ,表面 张力 系数 o 等 于 液 面 增加 单位 面积 时 外 
力 所 做 的 功 。 由 于 外 力 所 做 的 功 完 全 用 于 克服 表面 张力 ,转化 为 液 面 表面 能 ,得 


_dE 
ds 


即 表面 张力 系数 o 等 于 单位 面积 液 面 的 表面 能 。 常 见 液体 的 表面 张力 系数 见 表 2. 3. 1。 


o (2.3-2) 
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表 2.3.1 常见 液体 的 表面 张力 系数 


液体 温度 /C 表面 张力 系数 o/ (X10“N/m) 
酒精 20 22.3 
肥皂 水 20 25.0 
莱 20 28.9 
水 18 73 
水 银 18 490 
液态 铅 335 473 


2.3.2 拉 普 拉 斯 公式 


由 于 表面 张力 的 存在 ,两 种 流体 分 界面 两 侧 
的 压强 不 相等 。 现 在 我 们 来 确定 压强 差 。 

考虑 两 种 互 不 混合 的 流体 1 和 2 的 分 界面 ， 
表面 张力 系数 为 o, 两 边 的 压强 分 别 为 p: 和 ps。 
如 图 2. 3. 2 所 示 ,在 分 界面 上 取 一 个 无 穷 小 的 近 
似 矩 形 的 面 元 ABCD, 面 元 中 心 在 Q 点。 过 Q 
横 跨 面 元 作 平 行 于 面 元 的 边 的 两 条 相互 垂直 的 
曲线 EQF 和 GQH ,忽略 高 阶 无 穷 小 ,曲线 AB、 
CD 和 EQF 相互 平行 .长 度 相等 , 即 AB=CD= 
EQF 二 dl ,其 曲率 半径 为 Ri; 曲线 BC、DA 和 
GQH 相互 平行 长度 相等 , 即 BC=DA==GQH==dl; ,其 曲率 半径 为 R,。 设 EQF 的 曲率 中 


心 在 O01, 有 人 LEO.Q= 人 FO,Q= a = 设 GQH 的 曲率 中 心 在 0;, 有 人 G0:Q= 


图 2.3.2 流体 分 界面 的 一 个 面 元 的 受 力 情况 


2R, 


LHO:Q= 歇 = 器。Q.O1 和 0 在 一 条 直线 上 。 假设 0, 和 0; 在 流体 1 内 。 


首先 考虑 边 AB 和 CD ,所 受 的 表面 张力 的 合力 大 小 均 为 cd ,合力 的 作用 点 分 别 在 G 
和 互 , 合 力 的 作用 线 均 在 平面 GO: 瑟 ,方向 分 别 垂直 于 GO, 和 Os 顾 , 如 图 2.3. 3 所 示 。 总 的 


合力 大 小 为 odli2sin =odl das 一 o 直 dds 方向 沿 QO,。 
2 


其 次 考虑 边 BC 和 DA ,所 受 的 表面 张力 的 合力 大 小 均 为 cdls ,合力 的 作用 点 分 别 在 EE 
和 下 ,合力 的 作用 线 均 在 平面 EO1F, 方 向 分 别 垂直 于 EO 和 FO ,如 图 2. 3.4 所 示 。 总 的 


合力 大 小 为 odl,2sin 和 =o 直 dh dl ;方向 沿 QO, 。 因 此 面 元 所 受 的 表面 张力 的 合力 大 小 


为 c( 志 + 让 jad ,方向 沿 QO, 。 面 元 所 受 的 压力 大 小 为 (ps 一 pi) dlidls ,方向 沿 QO,。 


© dl 0 dh 
da da; dal da 
odh 2 PR od ad 2 i 3. R odb 
< < > 
O， Oi 


图 2.3.3 AB 和 CD 边 受 力 情况 图 2.3.4 BC 和 DA 边 受 力 情况 
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由 以 上 结果 ,得 面 元 受 力 平衡 条 件 为 
Gps — pi) dl dls +o( 直 十 让 janais =0 
即 
一 ps 一 a( 直 + 起) 《C233) 
式 (2.3-3) 称 为 拉 普 拉 斯 公式 。 我 们 规定 曲率 半径 R 和 R; 的 正 负 号 为 : 如 果 曲 率 中 心 Oi 
和 0O; 在 流体 1, R 和 Rs 为 正 ; 如 果 曲 率 中 心 0, 和 0O; 在 流体 2, R! 和 R。 为 负 。 在 微分 


几何 里 可 以 证 明 ,虽然 Ri 和 Rs 的 值 分 别 依赖 于 曲线 EQF 和 GQH ,但 是 六 十 尽 与 曙 线 
EQF 和 GQH 无 关 。 拉 普 拉 斯 公式 (2. 3-3) 也 证 明了 这 点 。 
2.3.3 曲率 半径 公式 


首先 考虑 最 简单 的 情况 , 即 稍微 偏离 平面 <=0 的 分 界面 > 一 *(z) ,此 时 R: 一 = ,现在 
求 R 。 考 虑 图 2. 3.5 中 xz 平面 内 的 一 条 曲线 z 二 x(zx), 其 上 的 一 微 段 dl 二 Vdz 十 dx ,有 


tang=— 失 ,da 三 一 d0, 所 以 曲率 为 


1 da d0 az A 
R: dl dli 1+ ( 差 ) 532 gr 
[全 


er 
式 (2. 3-4) 成 立 的 条 件 是 am?0= | 宇 】 < 女 1, 即 tan2g<1。 例 如 0 一 5*,tan20 一 0.007654, 我 们 


(2.3-4) 


看 到 ,成 立 的 条 件 大 致 为 0 二 10| 二 5"。 接 下 来 推广 到 一 般 情况 。 
考虑 稍微 偏离 平面 ==0 的 流体 分 界面 z= 二 z(x,y) ,在 其 上 选取 一 个 近似 和 矩形 的 面 元 
ABCD。 如 图 2.3.6 所 示 , 作 GQH 和 EQF ,使 GQH 近似 平行 于 zz 平面 ,使 EQF 近似 平 


行 于 yx 平面 。 由 式 (2.3-4) 可 知 ,GQH 的 曲率 近似 为 玉宇 一 了 EQF 的 册 率 近似 为 志 洋 


FE 


bi 
5 过。 因此 有 


9 


2.3.5 曲线 < 二 x(z) 的 曲率 半径 图 2.3.6 流体 分 界面 的 一 个 面 元 的 两 个 主 曲率 半径 
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1 ~ gz gz 


Rr 瑟瑟 本 (2,3-5) 
把 式 (2.3-5) 代 入 拉 普 拉 斯 公式 (2. 3-3) 得 
gz gz 
pip (六 + 元 】 (2. 3-6) 


式 (2.3-6) 中 规定 沿 = 轴 方 向 流体 2 在 流体 1 的 上 面 。 式 (2.3-6) 只 有 当 分 界面 稍微 偏离 平 
面 时 才 成 立 。 
现在 讨论 在 地 球 表面 方程 (2. 3-6) 成 立 的 条 件 。 由 液体 的 密度 p、 表 面 张力 系数 o 和 重 
力 加 速度 g 可 以 构造 出 一 个 常数 
Kk 二 \ 度 (2.3=7) 


1/x 具有 长 度 的 量 纲 , 称 为 表面 张力 长 度 。 液 面 的 形状 由 表面 张力 长 度 决定 。 当 表面 张力 
长 度 远大 于 液 面 的 特征 线 度 时 ,表面 张力 效应 远大 于 重力 效应 。 反 之 , 当 表面 张力 长 度 远 小 
于 液 面 的 特征 线 度 时 ,表面 张力 效应 远 小 于 重力 效应 ,此 时 液 面 接近 平面 ,方程 (2. 3-6) 
成 立 。 

【 例 1】 一 表面 张力 系数 为 o 的 液体 与 竖 直 的 墙壁 接触 , 接 ” 
触角 为 9, 使 用 不 作 近 似 的 曲率 半径 公式 确定 液 面 的 形状 及 液 
体 候 上 墙壁 的 高 度 。 

解 : 取 x=0 为 墙壁 平面 ,==0 为 远离 墙壁 的 液 面 平面 ,如 区 
图 2. 3.7 所 示 。 液 面 上 方 是 大 气 , 液 面 的 上 侧 压强 为 大 气压 , 即 0 流体 1 
ps 三 po。。 液 面 的 下 侧 压 强 由 流体 静止 压强 公式 (2.2-3) 给 出 , 即 
pi1(z) 二 1(z==0) 一 pgz。 由 于 远离 墙壁 的 液 面 为 平面 ,那里 没 ”图 2.3.7 与 墙壁 接触 的 


流体 2 


有 压强 差 ,因此 有 pr(z 二 0) 二 po, 得 pi 二 po 一 pgz; 一 办 液 面 的 形状 
一 pgz。 对 曲率 半径 公式 不 作 近 似 ,由 式 (2. 3-4) 得 
2z 
pgz 一 一 村 
~” BE 2 .3/2 
[+ (天 )] 
即 
g2x 
qr’ 
Kz 一 
gz 2 .3/2 
+ 全] ] 
边界 条 件 为 | .一 一 cotg,z| .一 0,3E| -一 0。 


第 一 次 积分 得 


(1) 


式 中 B 为 积分 常数 。 由 无 穷 远 处 的 边界 条 件 得 B 一 1。 
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把 经 |,-。 二 一 cot9 代入 式 (1) 得 液体 让 上 墙壁 的 高 度 


h=z(r = 0) V1 一 sin9 


定义 1 一 上 芝 一 cosp, 注 意 到 3 一 0, 式 (1) 化 为 


B 2 


sin 


1 十 cos 8 
cp | 2n 和 二 46s 引 2kdz 


sin 2 


1 | | a / Te ] 


* ln 
kK 


第 二 次 积分 得 


当 kz 福 1 时 ,有 xkz<1, 液 面 的 形状 为 
Z 一 he™ 
液 面 的 特征 线 度 为 zezr 礼 1 意味 着 表面 张力 长 度 远 小 于 液 面 的 特征 线 度 ,表面 张力 效应 远 
小 于 重力 效应 ,此 时 液 面 接近 平面 ,方程 (2. 3-6) 成 立 。 
【 例 2】 接 例 1, 假 设 方程 (2. 3-6) 成 立 ,确定 液 面 的 形状 。 确 定 方 程 (2. 3-6) 在 整个 液 
面 范围 内 成 立 的 条 件 。 
解 : 使 用 例 1 的 记号 和 约定 ,得 


解 为 <= 二 Ae” 十 Be-“ ,A 和 B 为 积分 常数 。 利 用 边界 条 件 =| =0,E | = 一 cot@ 得 


cot@ -= 
L 


因此 液体 假 上 墙壁 的 高 度 为 4 一 <|,-。 一 Se。 


方程 (2.3-6) 在 整个 液 面 范围 内 成 立 ,要 求 tan?0= ( 舌 】<1, 而 tanr0 的 最 大 值 为 
cotg ,因此 要 求 coeG<1。 成 立 的 条 件 为 85" 二 18| 二 90"。 液体 柜上 墙壁 的 高 度 化 为 
天 三 cot@ 全 二 (到 -9] 


Kk rx\2 
【 例 3】 一 表面 张力 系数 为 o 的 液体 被 置 于 两 竖 直 的 墙壁 之 间 , 间 距 为 5b, 已 知 液体 与 
墙壁 的 接触 角 均 为 9, 假 设 方程 (2.3-6) 在 整个 液 面 范围 内 成 立 。 确 定 液 面 的 形状 。 
解 : 取 液 面 的 最 低 点 作为 坐标 系 原点 ,= 轴 竖 直 向 上 ,zx 轴 垂 直 于 墙壁 ,墙壁 位 置 分 别 为 
ZX 三 一 0/2 和 xz 二 6/2, 如 图 2. 3.8 所 示 。 液 面 的 上 侧 压 强 为 大 气压 , 即 p= 二 po。。 液 面 的 下 侧 
压强 为 pi 二 p(x 二 0) 一 opgz。 把 这 些 结果 代入 方程 (2. 3-6) 得 
giz 


pl(z= 0)—po— pgz 5 5 二 
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定义 z 一 = 一 锯 人 一 人 2 一 加 ,上 式 化 为 
pg 
Ci 
六 泥 三 一 
解 为 
之 一 Aes 十 Be 
式 中 A 和 B 为 积分 常数 。 
边界 条 件 为 
| 0， 二 | Os 中 | -ae = 干 cotO 
利用 边界 条 件 得 
z wei [cosh(xr)—1] 


图 2.3.9 圆 管 里 的 液 面 的 形状 


流体 1 

图 2.3.8 两 墙壁 之 间 的 液 面 的 形状 

【 例 4】 一 坚 直 的 半径 为 a 的 圆 管 里 装 有 表面 张力 系数 为 6 的 液体 ,已 知 液体 与 管 壁 
的 接触 角 为 9, 假 设 方程 (2. 3-6) 在 整个 液 面 范围 内 成 立 ,确定 液 面 的 形状 。 


解 : 取 液 面 的 最 低 点 作为 坐标 系 原点 ,= 轴 竖 直 向 上 ,如 图 2. 3. 9 所 示 。 液 面 的 上 侧 压 
强 为 ps 二 po，, 液 面 的 下 侧 压强 为 pi 二 pi(z 二 0) 一 pgx, 这 里 po 为 大 气压 。 把 这 些 结果 代入 


gz | 


方程 (2. 3-6) 得 
prtpgs — p(s —0) — (TE + 
定义 2 二 x 一 如 必 二 一 如 上 式 化 为 
pg 
和 32 人 
全 研一 (去 I J 
转换 成 柱 坐 标 系 得 
1 9 gz 1 型 六 总 
( 起 片 声 5 Ki 


R oR 


由 于 轴 对 称 性 ,z= 二 x(R) ,上 式 化 为 
dz 
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式 中 R= 二 xkR。 上 式 属于 虚 宗 量 贝 塞 尔 方程 类 型 1 
dw 1 dw Q(t) 


dx’ EE 


其 解 为 虚 宗 量 贝 塞 尔 函数 


> 2n 
2 宽 1 和 
人 加 (| 


所 以 解 为 


pi(z = 0)— po ~ _y_l (他 
ATo(R) = AloCR)， JoCeR) > 


式 中 A 为 待定 常数 。 利 用 边界 条 件 乱 |-。 一 cot9,<|e-。 一 0 得 


tO tO 
pi(z= 0)= po a 5 JLPCeR) 一 1] 


液体 让 上 墙壁 的 高 度 为 h= tle) 1]. 


当 ka 人 1 及 R~a 时 ,利用 limR(z) 一 


1 4 
er 得 
V2n7 


cot@ ot0 fa ce-o ~ ! (有 】 [a_ re) 
a 5Llo (xR) 1 六 Re cl 9 Rs 


液 休息 上 墙 避 的 高 度 为 /= st@= (至 -9]. 


【 例 5 扯 一 只 两 多 未 寻 闭 的 半 村 为 了 的 国 从 研 放 
半 插 入 表面 张力 系数 为 o 的 液体 中 ,已 知 液体 与 管 壁 的 
接触 角 为 9, 假 设 方程 (2. 3-6) 在 整个 液 面 范围 内 成 立 。 
使 用 例 4 的 结果 ,确定 液 面 上 升 的 高 度 及 。 

解 : 同 例 4 的 坐标 系 和 约定 ,如 图 2. 3. 10 所 示 。 

管内 液 面 的 最 低 点 处 的 下 侧 压 强 为 


> cotO 
个 Co) 


大 气压 。 在 该 处 ,管内 外 压强 相等 ,因此 有 


pi(z=0)=po 


CO 
PE I (a) tegH 


pil(z H)= pi(z=0)+pgH=po=po 


cotO 


a 


习题 

2-3-1 一 表面 张力 系数 为 o 的 液体 被 置 于 两 竖 直 的 墙壁 之 间 , 间 距 为 5, 已 知 液体 与 
墙壁 的 接触 角 均 为 9, 如 图 2. 3. 8 所 示 。 假 设 液 面 为 圆柱 面 ,计算 液体 和 候 上 墙壁 的 高 度 。 

2-3-2 如 图 2.3.11 所 示 , 把 两 块 平板 竖 直 半 插 入 表面 张力 系数 为 o 的 液体 中 ,距离 为 5， 
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液体 与 板 的 接触 角 为 9, 假 设 方程 (2. 3-6) 在 整个 液体 表面 范围 内 成 立 。 确 定 液 面 上 升 的 高 
度 互 。 
2-3-3 一 表面 张力 系数 为 o 的 液体 被 置 于 两 紧 直 的 墙壁 之 间 ,间距 为 ,已 知 液体 与 
墙壁 的 接触 角 均 为 9, 如 图 2. 3. 8 所 示 。 使 用 不 作 近 似 的 曲率 半径 公式 求解 。 
提示 : 
gx 


ked 


本 1 EA 


p(xz= 0)— po— pgz 


定义 二 < 一 全 > 一 各 ,上 式 可 以 写成 


gq? z 


ee zz 
dz 2 .3/2 
[+( 委 )] 
边界 条 件 为 竹 |,-2w 一干 cot@,z|s-6 一 0, 竹 | 一 0。 
证 明 第 一 次 积分 结果 为 


式 中 B 为 积分 常数 。 由 边界 条 件 =| ,一 0, 了 | ,一 0 得 B 产 1。 


= 


定义 B8 一 和 之 =cosp, 对 于 zxz<0 和 xz 之 0, 证 明 上 式 成 为 


上 式 不 能 积分 出 来 ,属于 椭圆 积分 。 

2-3-4 ”把 一 只 两 端 未 封闭 的 半径 为 a 的 圆 管 竖 直 半 插 入 表面 张力 系数 为 o 的 液体 中 ， 
如 图 2. 3. 10 所 示 。 假 设 液 面 为 球面 , 求 液 面 上 升 的 高 度 有 H。 

2-3-5 ”把 两 块 平板 竖 直 半 插 入 表面 张力 系数 为 o 液体 中 ,距离 为 5, 液 体 与 板 的 接触 
角 为 ,如 图 2. 3. 11 所 示 。 假 设 液 面 为 圆柱 面 ,计算 液 面 上 升 的 高 度 互 。 

2-3-6 如 图 2.3.12 所 示 ,U 形 管 装 有 表面 张力 系数 为 o 的 液体 ,已 知 液体 与 管 壁 的 接 
触角 均 为 @, 两 边 管 的 半径 分 别 为 R 和 ,假设 液 面 为 球面 .计算 两 边 液 面 的 高 度 差 旦 。 


图 2.3.11 坚 直 半 插入 液体 的 两 块 平 板 图 2.3.12 1U 形 管 两 边 液 面 的 高 度 差 
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2.4 伯 努 利 方程 


图 2.4.1 丹尼尔 。 伯 努 利 (D. Bernoulli,1700 一 1782) 


2.4.1 伯 努 利 方程 的 推导 
如 果 理想 流体 作 定 常 等 焙 流 动 , 欧 拉 方程 (2. 1-18) 化 为 


2 
—vX (Vow) = 一 (全 +4+S] 


考虑 一 条 流 线 1, 设 在 r 处 的 流 线 微 段 为 df 三 d1(r) ,流体 速度 为 v= 二 wv(r) ,满足 d1X v==0, 由 
于 vX(VX vv) 的 方向 垂直 于 流 线 切线 方向 ,有 [vX(VX v)]， dl 二 0, 所 以 将 欧 拉 方程 的 两 
边 点 乘 d!, 并 注意 到 梯度 在 某 方向 上 的 投影 等 于 函数 沿 该 方向 所 取 的 方向 导数 ,得 
a 人 分 + 十 弓 ] 

DL 


2 
[vx (Vk v)] .di di VS +h+a] 二 


=-[d( 们 +4+sj] =。 


所 以 沿 该 流 线 本 十 h 十 为 常数 . 即 


二 ht +| +a CO) (2.4-1) 


p 
不 同 的 流 线 ! 具有 不 同 的 常数 C(1)。 
对 于 重力 场 中 的 不 可 压缩 理想 流体 . 伯 努 利 方程 化 为 


2 


十 二 十 到 一 C(CO) (2.4-2) 


IF 
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在 实际 工程 应 用 中 ,如果 流 体 沿 流 管 运动 , 且 流 管 的 横 截 面积 变化 缓慢 ,在 这 种 情况 下 ， 
在 流 管 的 同一 横 截 面 上 流体 的 速度 和 压强 可 以 近似 看 成 不 变 , 因 此 不 同 的 流 线 ! 的 C(2) 可 
以 近似 看 成 常数 。 另 外 ,流体 常 可 看 成 不 可 压缩 , 伯 努 利 方程 为 


D0 + p+ogs 一 C (2.4-3) 


【 例 1】 取 一 横 截 面积 无 穷 小 的 流 管 ,在 两 端 流体 速度 、 高 度 和 压强 分 别 为 w 、zi 、p! 和 
vz 、z2z、p2， 用 牛顿 力学 中 的 质点 系 的 功能 原理 推导 重力 场 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 伯 努 利 
1 ,APi 1 ,pz 
方程 如 二 十 g* Zt Hgzz 。 
解 : 如 图 2.4.2 所 示 , 考 虑 地 球 和 流体 段 1-2 组 成 
的 系统 。d 时 间 内 流体 段 1-2 运动 至 1-2 ,质量 守 便 
定律 指出 ,在 这 过 程 中 1-2 之 间 流 体 的 质量 没有 变化 ， 
有 流体 质量 dm 从 1-1 运动 至 2-2 , 即 
dm = pvsdAsdt = pvidAidt 
即 
vdAs = mdA， 图 2.4.2 一 段 流 管内 的 流体 运动 
考虑 外 力 做 功 ,其 中 端面 压力 做 功 为 
pidAidli — padAsdl; = pidAividt — pdAsvidt = 到 — pa) dm 


由 于 侧面 压力 与 位 移 垂直 ,做 功 为 零 。 

dt 时 间 内 流体 段 1-2 运动 至 1-2 ,在 这 个 过 程 中 1-2 之 间 的 流体 的 质量 和 机 械 能 没有 变 
化 ,有 流体 质量 dm 从 1-1 运动 至 2-2 ,所 以 流体 段 的 重力 势能 的 增 量 为 g(x, 一 zi) dm, 动 能 
的 增 量 为 [本 一 要 jam。 


根据 功能 原理 ,由 于 理想 流体 没有 能 量 耗 散 , 外 力 对 系统 做 功 等 于 系统 机 械 能 的 增 
量 , 得 


6 Vadt, pydd 


2 2 
gh pz) dm (有 号 ju Hg(zz 一 zi1)dm 


2 
化 简 得 伯 努 利 方程 
站 
8 十 2 一 有 


2.4.2 理想 气体 的 绝热 运动 


理想 气体 的 绝热 过 程 方程 为 jn 一 Co ,这 里 C 为 常数 ,7 二 C,/Cv。 把 理想 气体 的 绝热 过 
程 方程 代入 式 (2. 1-15) ,得 单位 质量 理想 气体 的 烩 


dp(p) ,A _ 
有 h | 0 CC Ons (2.4-4) 
把 式 (2.4-4) 代 入 伯 努 利 方程 (2. 4-1) 得 
可 CY jy 闻 二 和 
2 ei = const (2.4-5) 


定义 理想 气体 静止 时 的 压强 和 密度 po 一 p|,-。， p 王 p|,-o: 用 来 表示 常数 C, 式 (2.4-5) 化 为 
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Ka Fa 六 合唱 7 zo 
一 (2. 4-6) 
2 7Y 一 1 oo \po 7 一 1 pm 


理想 气体 的 声速 为 c 一 8 节 ) ,使 用 它 可 以 把 式 (2. 4-6) 写 成 无 量 纲 的 形式 并 作 泰 勒 
展开 ,得 


Esha i 
式 中 co 一 2 如 为 静止 时 的 声 如 。 


对 于 干燥 空气 Y=1. 405, 即 使 v=co/4, 有 p/po 二 1 一 0.0439 十 0. 000686 二 0.9568, 所 
以 只 要 v<co/4 ,就 可 把 空气 看 成 不 可 压缩 的 。 


用 声速 表示 伯 努 利 方程 ,得 
+ 二 (2.4-8) 
可 得 
eT 2 
Vmx = v(c = 0)= y= ic 
定义 马赫 数 M=zw/c，M>>1 称 为 超声 速 流 动 , M 一 1 称 为 次 声速 流动 。 伯 努 利 方程 化 为 
M 一 [( 和 ) - 瑟 3 (2.4-9) 


2.4.3 小 孔 出 流 


有 一 很 大 的 容器 盛 满 水 ,在 容器 的 侧 壁 上 距离 水 面 A 为 h 处 
开 一 面积 为 Ss 的 小 孔 B, 水 从 小 孔 射 人 大 气 ,如 图 2. 4. 3 所 示 。 
求 小 孔 射流 的 速度 。 

实际 的 射流 的 截面 积 自 孔 口 B 起 不 断 收缩 ,经 过 一 定 短 距离 
到 C 处 后 才 形成 几乎 平行 的 流 线 , 射 流 的 截面 积 变 为 Sc 二 aSs， 
a 三 1 称 为 收缩 系数 ,小 孔 射 流 的 速度 为 vec。 造成 收缩 的 原因 是 容 
器 内 的 液体 本 来 是 沿 径 向 流向 孔 口 的 ,在 到 达 孔 口 边 时 不 可 能 立 
刻 由 径 向 转 到 射流 的 轴 向 。 

根据 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 得 

Sava = Scuc = aSpvc (2. 4-10) 

式 中 ,SA 为 水 面 的 面积 ,wa 为 水 面 的 速度 。 既 然 54 人 >Sg ,那么 有 va 人 vc, 所 以 水 面 可 看 成 
静止 不 动 , 即 ws0。 


图 2.4.3 小 孔 出 流 


应 用 伯 努 利 方程 得 
va | po ve po 可 
2 十 p tah 21 (2.4-11) 
式 中 po 为 大 气压 。 由 于 水 面 可 看 成 静止 不 动 , 即 ws0, 式 (2.4-11) 化 为 
vc = V2gh 《2.4-127 
称 为 托 里 拆 利 公式 。 


实际 流体 是 有 内 摩擦 的 ,有 能 量 耗 散 , 导 致 小 孔 射 流 的 速度 小 于 自由 落体 速度 。 
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实验 结果 : 圆 孔 a 二 0. 61 一 0. 64。 对 于 非 圆 形 的 薄 壁 孔 口 ,与 圆 孔 的 很 接近 。 
【 例 2】 同上 ,但 容器 上 部 是 封闭 的 ,压强 为 pa , 求 射 流 的 速度 
解 : 由 伯 努 利 方程 得 


2 2 
va | Pa veipo 
2 本 二 gh 2 十 网 
由 连续 性 方程 得 

SaAvA = Scuc = aSpvc 


既然 S45s ,那么 有 ww 科 vc ,所 以 水 面 可 看 成 静止 不 动 , 即 wa 兰 0。 解 得 


vc = /2gh +22—P Po 
p 


【 例 3】 如 图 2.4.4 所 示 , 水 从 左边 大 容器 经 过 小 孔 流出 并 射 向 一 块 质量 可 以 忽略 不 
计 的 大 平板 ,该 平板 盖 住 了 右边 大 容器 的 小 孔 。 两 个 大 容器 的 水 面 高 度 分 别 为 如 和 如。 
两 个 小 孔 的 面积 分 别 为 Al 和 As ,收缩 系数 均 为 1。 如 果 射 流 对 平板 的 冲击 力 恰好 与 它 受 
到 的 静水 压力 相等 ， 证 明 外 一 芭 。 

证 : 从 左边 容器 的 小 孔 射 出 的 射流 的 水 平 速度 为 V 强 而 , 射 到 右边 的 平板 上 后 ,其 水 平 速度 
变 为 零 。 在 由 时 间 内 ,从 左边 容器 的 小 孔 射 出 的 流体 质量 为 Ap V 强 而 di 的 射流 碰 到 平板 , 身 
流 的 水 平 动量 从 Aip V 肌 后 di 。V 列 捷 变 为 零 。 根 据 动 量 定理 ,平板 对 射流 的 水 平 阻力 为 


F = dCxzm) Aip (Vagh: ) dt—0 
dt 


根据 牛顿 第 三 定律 ,平板 受到 的 射流 的 水 平 冲击 力 等 于 下 。 另 外 ,平板 还 受到 右边 容器 


的 静水 压力 Aspghs。 由 于 平板 处 于 平衡 状态 ,二 者 必须 相等 , 即 一 Aspeh ,得 外 = 基 . 


【 例 4】 如 图 2.4.5 所 示 ,_ 开 口 的 储 水 的 大 水 箱 , 在 条 的 侧 辟 上 距离 水 面 下 大 处 并 一 
面积 为 Ss 王 Scy/ea 的 小 孔 , 小 孔 到 一 容器 的 竖 直 距离 为 归 。 容 器 放 在 水 平地 面 上 ,容器 质量 
为 m, 容 器 与 地 面 的 静摩擦 系数 为 y, 求 容器 静止 不 动 的 条 件 。 


,1 
| 


图 2.4.4 两 个 大 容器 的 小 孔 出 流 图 2.4.5 大 容器 的 小 孔 出 流 


Aip2gh'i 


解 : 从 小 孔 射 出 的 射流 的 速度 方向 为 水 平方 向 ,大 小 为 ve 二 V2gh。 单 位 时 间 内 从 小 
孔 射 出 的 射流 携带 的 动量 的 方向 为 水 平方 向 ,大 小 为 pScvce* vce。 由 于 射流 在 水 平方 向 上 
不 受 力 的 作用 ,其 水 平方 向 的 动量 不 变 。 

射流 在 竖 直 方向 上 受 重力 作用 , 作 自 由 落体 运动 ,到 达 容 器 时 的 竖 直 速度 为 V2gH。 
因此 在 d 时 间 内 ,有 从 左边 容器 的 小 孔 射 出 的 质量 为 pScvcdt 的 射流 流入 容器 ,其 水 平方 
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向 的 动量 从 pScocd' ，ac 变 为 零 ,其 坚 直方 向 的 动量 从 pSevedi "VY 强 末 变 为 零 ,根据 动量 
定理 和 牛顿 第 三 定律 ,射流 对 容器 的 水 平方 向 的 冲击 力 为 个 中 呈 下 一 pSc2gh ,射流 对 容 


器 的 坚 直 方向 的 冲击 力 为 3eeed ， Y28 可 
psc2g vVJ 末 二 mg; 最 大 静摩擦 力 为 w(pSc2g VE 十 mg)。 容 器 静止 不 动 的 条 件 为 射流 对 
容器 的 水 平方 向 的 冲击 力 小 于 最 大 静摩擦 力 , 即 pSc2gh 二 
upSc2g VhH +meg). 

【 例 5】 古代 的 计时 钟 是 利用 小 孔 出 流 原理 制 成 的 。 为 简 
单 起 见 , 假 设 容器 的 侧 壁 是 旋转 曲面 ,在 容器 的 侧 壁 上 开 一 面积 
为 Ss ,收缩 系数 为 a 的 小 孔 B。 容 器 盛 有 水 ,工作 时 容器 的 对 称 
轴 沿 竖 直 方向 放置 。 要 求 容器 的 水 面 匀速 下 降 , 这 样 就 可 以 用 
来 计时 , 求 旋转 曲面 的 形状 。 

解 : 取 y 轴 为 对 称 轴 , 方 向 竖 直 向 上 ,x 轴 沿 水 平方 向 且 通 


三 pSc2g VhH 。 所 以 容器 对 地 面 的 压力 为 


过 小 孔 B, 如 图 2.4.6 所 示 。 图 2.4.6 古代 的 计时 钟 
根据 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 得 
rz2vA = aSauc AY 
应 用 伯 努 利 方程 得 
WV) po vw, po 
2 十 gy 一 5 (2) 


注意 这 里 的 容器 不 是 大 容器 ,水 面 的 速度 不 能 忽略 不 计 。 
把 式 (1) 代 入 式 (2) 得 旋转 曲面 的 形状 为 


2.4.4 虹吸 现象 


一 个 容器 中 装 有 一 些 液 体 ,把 一 根 虹 吸管 灌 满 液体 ,用 手 封 闭 住 两 端 ,将 一 端 放置 在 
容器 液 面 下 , 另 一 端 放 置 在 容器 外 低 于 液 面 的 地 方 , 然 后 放 开 手 ,就 有 液体 从 虹吸 管 流出 
来 。 我 们 把 这 种 现象 称 为 虹吸 。 产 生 虹吸 的 原因 是 ,由 于 容器 外 的 虹吸 管 端 低 于 容器 内 
液 面 ,在 容器 内 液 面 位 置 处 虹吸 管内 的 压强 比 容器 外 的 虹吸 管 端的 压强 低 。 在 容器 内 液 
面 位 置 处 虹吸 管 外 的 压强 为 大 气压 ,而 容器 外 的 虹吸 管 端的 压强 亦 为 大 气压 ,所 以 在 容器 
内 液 面 位 置 处 ,虹吸 管 外 的 压强 高 于 虹吸 管内 的 压强 , 正 是 该 压强 差 驱 动容 器 内 的 液体 进入 
管内 。 

【 例 6】 为 了 说 明 虹吸 原理 ,考虑 如 图 2. 4.7 所 示 的 等 横 截 
面 的 虹吸 管 ,已 知 h, 和 hs。 及 液体 密度 p, 求 a.b、c 和 d 处 的 压 
强 和 速度 。 

解 : 液体 外 面 是 大 气 , 所 以 a 和 4 处 的 压强 为 大 气压 , 即 

pa = pa= po (1) 
图 2.4.7 虹吸 管 取 d 处 为 重力 势能 零点 ,对 a.d 两 点 应 用 伯 努 利 方程 得 
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PE nl Wo ee F003 (2) 


上 式 中 ,由 于 容器 尺寸 远大 于 虹吸 管 尺寸 ,容器 内 液 面 下 降 的 速度 可 以 视 为 零 , 即 ww 全 0。 
把 式 (1) 代 入 式 (2) 得 


va = V2g(hs—h) (3) 
由 于 虹吸 管 是 等 横 截 面 的 ,使 用 连续 性 方程 和 式 (3) 得 
w= v= va = V2ghs— hi) (4) 
取 a 处 为 重力 势能 零点 ,对 ec 两 点 应 用 伯 努 利 方程 得 
po = pe + pghi 十 于 po C5) 
把 式 (4) 代 入 式 (5) 得 
pe = po — pghs (6) 
对 ab 两 点 ,应 用 伯 努 利 方程 得 
包 十 二 oo = po (7) 


把 式 (4) 代 入 式 (7) 得 

ps = po — pg (hzs— hi) 
我 们 看 到 ,为 了 保证 虹吸 现象 发 生 , 在 容器 内 液 面 位 置 处 ,必须 使 虹吸 管 外 的 压强 高 于 虹吸 
管内 的 压强 。 


2.4.5 ”上皮 托管 


如 图 2. 4.8 所 示 , 皮 托 (Pito) 管 由 两 个 管 组 成 。 把 皮 托管 平行 对 着 气流 。 管 1 在 B 处 
开 有 小 孔 , 所 以 其 内 的 气体 是 静止 的 ,其 压强 p 等 二 
于 外 面 气流 的 压强 六 , 即 
pi 三 p= E24-13) 

管 2 在 A 处 开 有 小 孔 ,所 以 其 内 的 气体 是 静止 的 , 压 Dp 
强 为 pp。 外 面 的 气流 将 在 A 处 冲击 管 2 内 的 气体 。 
两 个 管内 的 压强 差 ps 一 pp 由 DD 处 和 C 处 的 水 银 面 
的 高 度 差 测 出 。 由 流体 静 压 强 公式 (2. 2-3) 得 

z — p= pngAh (2.4-14) 
式 中 ,p, 为 水 银 的 密度 ,Ah 为 DD 处 和 C 处 的 水 银 网 和 
面 的 高 度 差 。 

应 用 伯 努 利 方程 得 


B 一 -一 
1 
一 一 一 vv 
1 
B 


锯 下 | 加 


Oo 2 2 
联合 式 (2.4-13) . 式 (2. 4-14) 和 式 (2.4-15) , 解 得 外 面 气流 的 速度 为 


本 JE —p1) /22 人 (2. 4-16) 
Pe pF 


(2.4-15) 
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2.4.6 文 丘 里 管 


文 丘 里 (Venturi) 管 是 测量 管内 流速 的 简便 装置 。 把 文 丘 里 管 水 平 放置 ,如 图 2. 4. 9 所 
示 。 要 测量 的 管 是 均匀 的 ,截面 积 为 5S; ,流速 为 wm 。 文 丘 里 管 两 头 A 和 C 跟 要 测量 的 管 一 
般 大 小 ,为 了 保持 流 线 流动 ,从 两 边 向 中 点 B 逐渐 缓慢 缩小 ,中 点 B 最 小 ,截面 积 为 S: ,流速 
为 v,。 在 A 和 B 之 间 装 有 一 U 形 管 ,里 面 灌 有 水 银 ,A 和 B 之 间 的 压强 差 由 UU 形 管内 两 
边 的 水 银 面 的 高 度 差 测 出 。 应 用 伯 努 利 方程 得 


三 pi __ v2 p: 
区 (2.4-17) 
根据 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 得 
Siv = Svz (2.4-18) 


联合 式 (2.4-17) 和 式 (2.4-18) 可 解 得 


Uw J | 2 (2.4-19) 
Em (时 一 1] 


式 中 ,po。 为 水 银 的 密度 ,Ah 为 U 形 管内 两 边 的 水 银 面 的 高 度 差 。 
【 例 7】 在 管 壁 和 轴线 上 安装 U 形 管 测 压 计 ,如 图 2. 4. 10 所 示 。 其 内 的 液体 密度 为 
0'U 形 管内 的 水 银 密度 为 ov , 液 位 差 为 日 。 求 管 中 的 液体 速度 v。 


图 2.4.9 文 丘 里 管 图 2.4.10 如 形 管 测 压 计 


解 : 由 流体 静 压 强 公式 (2. 2-3) 得 
p: ps 十 og (H+i+z+h), ps= ps ps+pgz = pstpsztpongH 


相 减 得 


ps—p:= ps(—H—h)+porgH (1) 

由 于 U 形 管内 的 液体 静止 ,2 和 4 点 位 于 U 形 管 两 端 内 部 ,那里 的 流体 速度 几乎 为 零 。 

点 1 和 3 位 于 1U 形 管 两 端 外 部 ,那里 的 流体 速度 不 为 零 。 分 别 对 点 1 和 2 以 及 1 和 3 应 用 
伯 努 利 方程 得 


pi 十 到 oo 二 pzs 贺 十 于 oo 十 pej = pi 十 二 oo 
相 减 得 


ps—p: 一 一 二 oo 一 peh (2) 
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联合 式 (1) 和 式 (2) 得 


2.4.7 1U 形 管 中 水 的 振荡 


如 图 2. 4. 11 所 示 ,直径 为 d ,等 横 截 面 的 细 U 形 管 充 水 长 度 为 工 ,使 水 偏离 平衡 位 置 后 
任 其 自由 振动 。 我 们 来 求 U 形 管 水 面 的 波动 规律 。 = 


作 等 炉 运动 的 理想 流体 的 欧 拉 方程 (2. 1-18 ) 为 fh b os 
| 
办 -ox w= 多 +h+a)] HT 


考虑 一 条 流 线 1 上 的 一 个 微 段 dl, 把 欧 拉 方 程 的 两 边 点 乘 di， 流 线 / 
并 利用 dl 与 该 处 的 流体 速度 w 平行 这 一 事实 ,得 图 2.4.11 器 形 管 中 水 的 振荡 


2 
Pd vx (VX v) 。 d= 一 v 竺 +h+a)- dl 
qv 


下 二 _9 
一 一 [d( 本 + )] 元 (2 dD 一 到 Cod0) 一 元 d 


积分 得 


如 一己) (2. 4-20) 


式 中 工 为 水 柱 的 总 长 度 。 
水 可 以 看 成 不 可 压缩 ,并 注意 U 形 管 两 端 是 开口 的 ,那里 的 压强 为 大 气压 如, 有 


hs =h= po/p (2.4-21) 
各 处 水 的 速度 大 小 相同 , 即 v 一 w(O 一 "到 ,有 
vs 一 Ui = 一早 (2. 4-22) 
另外 两 边 水 面 处 的 重力 势 差 为 
SB,—E = g2H (2.4-23) 
把 式 (2.4-20) . 式 (2.4-21) 和 式 (2.4-22) 代 入 式 (2. 4-19) 得 
dH__2g 
2 (2. 4-24) 


式 (2.4-24) 为 简 谐 振动 的 动力 学 方程 ,因此 振荡 圆 频率 为 


wo= ,2 =, /2 (2. 4-25) 
EL m 


式 中 mm 为 水 的 总 质量 ,S 为 管 的 横 截面 面积 。 


习题 
2-4-1 在 习题 2-1-4, 我 们 已 经 获得 地 球 参考 系 里 作 等 炉 运动 的 理想 流体 的 欧 拉 方 


少 
省 


[5 
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程 为 


2 
四 i 于 入 于 吾 三 王 o 汪 | 入 辣 区 吉 
at 2 


式 中 ,w 为 地 球 旋转 角速度 ,r 为 大 气质 点 到 地 球 自转 轴 的 垂直 距离 , 为 地 球 引力 势 。 证 明 
滑 流 线 ,七 十 4 十 三 一 二 or 为 常数 , 即 伯 努 利 方程 为 


到 = 272 一 C 
2 ht Pk = C() 


不 同 的 流 线 ! 具有 不 同 的 常数 C(1)。 我 们 看 到 , 科 里 奥 利 力 对 伯 努 利 方程 没有 贡献 。 
2-4-2 证 明 作 绝热 流动 的 理想 气体 的 伯 努 利 方程 可 以 写成 
到 7 _pofp\)” 7 加 
人 7 一 1 m 
2-4-3 证 明 作 绝 热流 动 的 理想 气体 的 伯 努 利 方程 可 以 写成 


区， c2 人 六 
兴 一 
2 7Y 一 1 \poo 关 一 下 


= = 
对 于 干燥 空气 7=1. 405, 计 算 v=co/4 时 p/po 的 值 ,并 说 明 只 要 vco/4, 就 可 以 把 空气 看 
成 不 可 压缩 的 。 
2-4-4 假设 地 球 大 气 作 绝热 流动 ,证 明 伯 努 利 方程 可 以 写成 
YY po (£2) 1 ar 7_ po 
2 7Y—l1lp \po 2 7 一 1 oo 
式 中 po 和 po 是 v=0 和 r=0 处 的 值 。 


做 数量 级 估计 ,证 明 of 及 一 全 说明 上 式 左边 中 的 地 球 自转 项 跟 其 他 项 是 同一 数量 级 


的 ,不 能 忽略 不 计 , 表 明 地 球 自转 对 大 气流 动 起 重要 作用 。 这 里 R 为 地 球 半径 。 

2-4-5 一 储 水 的 封闭 大 水 箱 , 上 部 水 面 上 的 空气 的 压强 为 7 个 标准 大 气压 。 在 箱 的 
侧 壁 上 距离 水 面 下 4m 处 开 一 面积 为 Ss=1. 5cm? 的 小 孔 ,小 孔 距离 地 面 2m。 已 知 小 孔 
的 收缩 系数 为 2/3 ,射流 射 到 地 面 上 不 溅 起 , 求 射流 射 到 地 面 时 的 速度 大 小 及 对 地 面 的 竖 
直 冲 击 力 。 

2-4-6 设 有 内 装 液体 的 封闭 容器 ,上 部 的 压强 p。 人 >po 这 里 po 为 大 气压 。 在 其 侧 壁 上 
开 一 面积 为 A 的 小 孔 ,液体 从 小 孔 汇 出, 设 流量 很 小 ,可 视 为 恒定 流动 。 小 孔 的 收缩 系数 为 
1。 容 器 静止 不 动 , 求 射流 的 反 推力 。 

2-4-7 在 例 4 中 我 们 介绍 了 一 种 利用 小 孔 出 流 原 理 制 成 的 古代 的 计时 钟 。 我 们 考虑 
另 一 种 计时 钟 。 为 简单 起 见 ,假设 容器 侧 壁 是 旋转 曲面 ,在 容器 的 侧 壁 上 开 一 面积 为 Se 、 收 
缩 系 数 为 a 的 小 孔 B。 容 器 盛 有 水 ,工作 时 对 称 轴 沿 竖 直 方向 放置 。 要求 射 流 的 速度 w 恒 
定 。 在 射流 的 下 方 放置 一 个 等 横 截 面 的 圆柱 形 的 杯子 ,用 来 接 射流 ,要求 杯 子 横 截 面 在 水 平 
面 内 。 这 样 杯子 内 的 水 面 会 均匀 上 升 , 可 以 用 来 计时 。 计 算 旋转 曲面 的 形状 。 


从 而 得 
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2-4-8 如 图 2.4.7 所 示 的 等 横 截 面 的 虹吸 管 ,由 
于 管内 的 压强 不 能 为 负 , 虹 吸管 高 出 液 面 的 部 分 不 能 太 
高 , 求 虹 吸管 能 够 工作 的 最 大 高 度 。 

2-4-9 如 图 2.4.12 所 示 的 等 横 截 面 的 虹吸 管 , 求 
虹吸 管 的 出 流速 度 ,d 和 e 处 的 压强 。 

2-4-10 为 了 测量 管内 理想 气体 的 绝热 流动 的 流 
速 ,需要 把 文 丘 里 管 改 装 ,以 便 测量 A 和 B 处 的 压强 ， 
而 不 是 压强 差 。 想 想 有 什么 办 法 可 以 做 到 。 证 明 连 续 
性 方程 为 Sipiv 二 Szpzvi, 测 得 的 流速 为 


注意 7 二 2 对 应 不 可 压缩 的 情形 。 

2-4-11 集 流 器 通过 离心 式 风机 从 大 气 中 吸取 空气 。 为 了 测定 集 流 器 管内 空气 的 流 
量 ,把 一 根 管 的 一 端 接 在 集 流 器 管 壁 上 , 另 一 端 放 和 水槽 内 ,如 图 2.4. 13 所 示 。 已 知 集 流 器 
管 的 直径 为 4, 水槽 内 管 的 水 面 上 升 高 度 为 ,水 的 密度 为 ov ,空气 密度 为 mw。 由 于 水 比 空 


气 重 得 多 ,忽略 空气 的 重力 对 压强 的 贡献 ,证 明 集 流 器 管 中 空气 的 速度 为 v= ,|2 tah , 质 


量 流量 为 gq=p.vA=Td’ V2pwps gh 。 


2-4-12 如 图 2.4.11 所 示 , 等 横 截 面 的 U 形 管 中 水 柱 的 总 长 度 为 工 ,应 用 牛顿 力学 动 
能 定理 计算 水 的 振荡 圆 频率 。 


2-4-13 “证 明 图 2.4. 14 中 等 机 截面 的 细 碍 管 中 水 的 振荡 加 频率 wu 一 Sie sn ,这 
里 工 为 水 柱 的 总 长 度 。 


图 2.4.14 细 弯 管 中 水 的 振荡 


2.5 涡 量 方程 、 流 函数 方程 与 速度 环 量 守 恒定 理 


在 1.5 节 ,我 们 引进 了 涡 量 ,用 来 描述 流体 的 涡 旋 运动 。 理 想 流体 作为 实际 流体 的 近 
似 ,其 涡 量 随时 间 的 演化 问题 是 流体 力学 的 重要 问题 ,而 且 本 身 有 实际 应 用 。 本 节 我 们 使 用 
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理想 流体 的 欧 拉 方 程 来 推导 涡 量 满足 的 方程 ,并 考虑 其 应 用 。 我 们 进一步 证 明 速 度 环 量 守 
恒定 理 。 
2.5.1 涡 量 方程 
作 等 炉 运动 的 理想 流体 的 欧 拉 方程 (2. 1-18) 为 
vx (Wo) = 一 v 守 +h+a) 
将 V 又 乘 于 上 述 方程 两 边 并 利用 矢量 公式 Vx Vf==0 得 涡 量 方程 


FO- WwxA)=0 (2.5-1) 


2.5.2 不 可 压缩 理想 流体 的 涡 量 方程 


对 于 不 可 压缩 流体 ,应 用 V， v= 二 0,V* 0 二 0 及 矢量 公式 
VX (axb) 王 aCV bb) 一 pvVa) 十 (0。Va 一 (Ga。V)D 


得 
VX(vxXQ)=(0 .Vv—(v: WO (2.5-2) 
把 式 (2.5-2) 代 入 式 (2.5-1) 得 不 可 压缩 流体 的 涡 量 方程 
40 -20+Ho.wmo=-kdo.wmo [9 次 :人 
dt oat 


2.5.3 二 维 流 动 的 流 函 数 方程 


在 1.6 节 我 们 已 经 证 明 作 二 维 流动 的 不 可 压缩 流体 的 涡 量 满足 方程 (1. 6-9) 和 方 
程 (1.6-10) 


d0 _ ,dn dn (3 9g9 9 ]( 合 2 


dd “da’ d a ayar agray)lar: ay’ 
(0 .mu=0232 =0 
把 上 面 两 式 代 入 不 可 压缩 理想 流体 的 涡 量 方程 (2. 5-3) 得 
d0 -。 迷 -0 
dt dt 


dn 了 9 ,9%9 0120 ,9 y 
本 a Hl(v. WA 亿 Tay Be ge 二】 元 十 EE 0 (25=-4) 


即 对 于 不 可 压缩 理想 流体 的 二 维 运动 ,其 每 一 部 分 的 涡 量 不 因 其 在 空间 内 移动 位 置 而 有 所 
改变 。 

2.5.4 轴 对 称 流动 的 流 函 数 方程 

在 1.6 节 我 们 引进 了 流体 的 轴 对 称 流动 。 现 在 我 们 推导 轴 对 称 流 动 的 不 可 压缩 理想 流 
体 的 涡 量 所 满足 的 方程 。 

1. 球 坐 标 系 

在 1.6 节 我 们 已 经 证 明 轴 对 称 流 动 的 不 可 压缩 流体 的 涡 量 满足 方程 (1. 6-20) 

dD ge Wo = elrsing) Fw 二 ww 0 ) 


de var wr 90/)rsing 
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把 上 式 代 入 涡 量 方程 (2. 5-3) 得 


Ca 
人 四 )- (2.5-5) 
用 流 函 数 表示 为 
9, 1 ya 1 绪 议 ] 1 时 
个 ~ rising 90 ar 72sing 9r 90)73 a 9 Car 
2. 柱 坐 标 系 
在 1.6 节 我 们 已 经 证 明 轴 对 称 流动 的 不 可 压缩 流体 的 涡 量 满足 方程 (1. 6-27) 
dn 起 a ， a\n 
a (QQ. Vv oR [名 tvr RT ve 六 用 
把 上 式 代 入 涡 量 方程 (2. 5-3) 得 
a ] a\n 
+ 吕 靖 十 如 天 从 0 (2.5-7) 
用 流 函 数 表示 为 
9 Lo 1 au ae@ 
仁 R RTR a je 9 CoD"B) 
2.5.5 希 尔 球 涡 
考虑 流体 的 定常 轴 对 称 流动 , 式 (2.5-6) 化 为 
ay ay 1 
(2 Dr qr 2 sy 
解 为 
1 ee 5 
zum 一 fp (2.5-9) 
考虑 一 个 特殊 情况 , 取 f(y) 二 A 为 常数 ,得 
Oy = Ar? sin20 (2.5-10) 
利用 下 列 数学 恒等式 
e[Lg(r) sin?0] = ( 回 一 至 ]sinro (2.5-11) 
dr r 
得 方程 (2. 5-10) 的 解 为 
y= g(r) sin20 (2.5-12) 
式 中 g(r) 满 足 
rg —2g = Ar (2. 5-13) 
方程 (2. 5-13) 的 特 解 为 
起 大 下 4 (2.5-14) 


特 解 (2. 5-14) 对 应 涡 旋 流 动 .有 2 三 一 Arsin0。 
令 g 二 mr", 代 人 rg 一 2g 二 0, 得 n(n 一 1) 一 2 一 0, 即 n 二 2， 
的 通 解 为 


Be 
& i 


1。 所 以 方程 rg 一 2g 二 0 


(2.5=15) 


式 中 B 和 C 为 常数 。 通 解 式 (2.5-15) 对 应 无 旋 流动 。 式 (2.5-13) 的 通 解 为 其 特 解 式 (2. 5-14) 
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加 上 亚 g 一 28 王 0 的 通 解 式 (2.5-15), 即 
区 一 站 Ar 十 王 十 Cr (2. 5-16) 
现在 讨论 解 的 应 用 。 考 虑 涡 量 集中 在 一 个 静止 不 动 的 球面 r==a 内 的 涡 。 设 在 无 穷 远 
处 流体 以 均匀 速度 UU 流动。 由 于 只 有 同一 种 流体 存在 ,在 球面 r= 二 a 上 ,流体 的 切 向 和 法 向 
速度 分 量 连续 ,那么 边界 条 件 为 


ex |=a—=const, fia|,s—=const, vex(r=a)=vn(r=a)=0 


《2.5-17) 
Veex (T=a)=vin(r=a), ua 一 Ucos0， um 一 一 一 Usin0 
使 用 式 (2.5-12) \ 式 (2.5-16) 和 式 (2.5-17) ,并 注意 到 在 球 心 处 流体 速度 为 有 限 ,得 
2 r 4 
pex = Ua (所 一 全 jsimo， Yin = Ue (所 = 所]sin 0 
(2.5=18) 
fe = 0, fn =— ZUrsinO 


我 们 把 这 样 的 涡 量 集中 在 一 个 静止 不 动 的 球面 内 的 涡 称 为 希 尔 (Hill) 球 涡 。 


2.5.6 速度 环 量 守恒 定理 


在 1.5 节 我 们 已 经 证 明 , 沿 任何 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 对 时 间 的 变化 率 等 于 沿 该 周 
ee 5-20) 


dK _d ar 下 i (至 ) ba 
de = 训 ue | or | Cw Ep 


现在 把 它 应 用 于 作 等 运 动 的 理想 流体 。 作 等 简 运动 的 理想 流体 的 欧 拉 方 程 (2. 1-16 ) 为 


do 
a Vlh 二 全) 


把 式 (2.1-16) 代 入 式 (1.5-20) 得 
一 = 一 VC +). or = 一 38( 十 ES) 一 0 
CO CD 


即 
K = const (2.5-19) 
于 是 我 们 得 到 汤姆 孙 定 理 : 对 位 于 保守 外 力 场 中 且 作 等 粹 运动 的 理想 流体 ,在 其 内 沿 流 体 
封闭 周 线 的 速度 环 量 不 随时 间 而 改变 。 
注 : 对 于 作 非 等 炉 运 动 的 理想 流体 ,汤姆 孙 定 理 不 成 立 。 
对 于 理想 流体 的 一 般 运动 ,理想 流体 的 欧 拉 方程 为 式 (2. 1-2) 


dv 


Pg wee 


把 式 (2.1-2) 代 入 式 (1. 5-20) 得 


[e+e) -2)] rb oF) C2.5-20) 


我 们 看 到 ,对 于 位 于 保守 外 力 场 中 且 作 任意 运动 的 理想 流体 ,在 其 内 沿 流体 封闭 周 线 的 
速度 环 量 随时 间 的 变化 率 等 于 沿 该 周 线 的 密度 的 倒数 的 梯度 与 压强 之 积 的 环 量 。 

【 例 1】 计算 兰 金 组 合 涡 的 压强 分 布 。 

解 : 在 1.7 节 我 们 引进 了 兰 金 组 合 涡 ,用 来 消除 无 限 长 直线 涡 丝 的 感 生 速度 的 非 物理 
奇 点 。 在 涡 内 部 ,流体 像 刚体 一 样 绕 对 称 轴 匀 速 旋转 ,角速度 为 w; 在 涡 外 部 ,流体 速度 为 
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无 限 长 直线 涡 丝 的 感 生 速度 ,如 图 1.7.9 所 示 。 把 = 轴 取 在 涡 的 旋转 轴 上 ,速度 分 布 为 


wr (rR) 
wR’ 
E 


WW’ 三 


(r 宇 R) 


使 用 欧 拉 方程 (2. 1-2) 得 


19 3 
pl(v» Wu Vp+pogz) pw a 光 ] wes) pe, 
方程 两 边 点 乘 以 dr 得 
2 
d(p+pgz) = pTdr 
积分 得 
2 
p =— pgz + 中 dr 
(1) 涡 外 部 
压强 为 
:R’ 


1 fwR 下 1 
声 es +0| + (2 ] C—pgz 3p% 


r 


7 


式 中 积分 常数 C 由 无 穷 远 处 的 边界 条 件 六 rc) 三 加 一 gx 确定 ,得 


1 R: 
p= pb 30% Pg 


式 中 po 为 常数 。 
(2) 涡 内 部 
压强 为 


p 8 +o| 二 (or)?dr 一 也 一 gz 十 Spr 


式 中 也 为 积分 常数 。 在 涡 边 缘 流 体 压强 必须 是 连续 的 ,给 出 


p= po+ yp Cr) paz —p (wR)? 


总 结 有 
wr (rR) 
"= |e R) 
po 一 0gz 十 二 po 天 一 posR 
p= 
ee es 
bo pg8z 2 大 


现在 考虑 一 个 在 水 槽 泄 水 过 程 中 出 现 的 涡 , 其 核心 
是 空气 ,所 以 称 为 空心 涡 , 在 水 的 表面 压强 为 大 气压 p。， 


因此 表面 形状 为 
禾 (* 一 2R) op 
一 (r 宇 R) 
8 


表面 形状 如 图 2. 5. 1 所 示 。 


>* 


(r<R) 
(r 宇 R) 
-R R 
1 1 
1 1 
| i | 
D2 
28 
图 2.5.1 空心 涡 的 表面 形状 
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讨论 : 为 什么 游泳 时 应 避 开 涡 旋 区 ? 


以 兰 金 组 合 涡 为 例 , 假 设 在 湖 中 有 这 样 一 个 涡 。 根 据 上 面 求 得 的 压强 分 布 容易 求 得 


一 Cge- 十 ow2r (rR) 
-| 


— pge: + pw’r (2) (> 
利用 式 (2. 2-5) 可 以 求 得 湖水 对 湖水 里 的 一 个 物体 所 施加 的 力 


F bpas 中 onds | WdV = Fow 十 下 
S S V 


由 两 个 力 构成 ,一 个 为 浮力 Pu 一 一 | peav 


pVg , 男 一 个 是 与 涡 有 关 的 力 


一 | porrav (rR) 


Fw 方向 总 是 指向 涡 中 心 。 


如 果 人 在 涡 旋 区 游泳 ,会 受到 一 个 与 涡 有 关 的 力 ,把 人 拉 向 涡 中 心 ,所 以 应 避 开 涡 旋 区 。 


习题 
2-5-1 


在 习题 2-1-4 中 ,我 们 已 经 获得 地 球 参考 系 里 的 作 等 炉 运 动 的 理想 流体 的 欧 拉 
方程 为 


vx (Wy) V+hts yor’] 2wXv 
式 中 ,w 为 地 球 旋转 角速度 ,r 为 大 气质 点 到 地 球 自转 轴 的 垂直 距离 ,ES 为 地 球 引 力 势 。 证 明 
涡 量 方程 为 
蝎 = 了 0+cv， moO=(o.mo 一 2oCV v) +2(w 


Vv 
2-5-2 对 于 平面 极 坐标 系 里 的 不 可 压缩 理想 流体 的 二 维 流动 ,证明 
LD a? 
a 2 共 ) 上 + 5 让 eVvy 


d0 _ ,dn 
de “0 


=0 


da ， 3, 18 有 
a ne MA (六 + 十 绢 六 7 


2-5-3 ”如 果 不 可 压缩 理想 流体 作 二 维 等 炉 运 动 ,其 涡 量 值 为 一 常数 ,证 明 作 等 赠 运动 
的 理想 流体 的 欧 拉 方程 (2. 1-18) 的 解 为 
+ 有 tatoy = const 
2-5-4 证 明 兰 金 组 合 涡 的 涡 量 值 为 
> (r<R) 


0 《r= 
忽略 常数 项 , 流 函 数 为 
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一 坦 or (<R) 


—wR’lnr (r 宇 R) 
利用 习题 2-5-3 的 结果 ,证 明 所 得 压强 与 例 3 结果 相同 。 

2-5-5 已 知 平面 极 坐标 系 里 的 流 函 数 为 

y ofr 四 jsng 闪 In 三 Or 

式 中 ,Ua、K 和 0Q 为 常数 。 证明 0Q 为 涡 量 值 ,流体 绕 静止 圆柱 r==a 作 二 维 流动 。 计 算 
压强 。 

2-5-6 ”黄河 不 适合 游泳 是 因为 存在 许多 暗 涡 。 考 虑 其 中 的 一 个 暗 涡 ,为 简单 起 见 , 假 
设 为 兰 金 组 合 涡 。 已 知 w 王 1lrad/s, 一 个 人 相对 于 水 的 密度 为 1.15,R==10m。 由 于 R 比 人 
的 尺寸 大 很 多 ,人 可 以 看 成 质点 ,证 明 人 受到 的 与 涡 有 关 的 力 为 
— pVeo’r (rR) 


y= 


Fr = 


4 
— pVeo’r 加 (r 之 R) 


计算 人 在 "一 12m、\10m 和 6m 处 分 别 受 到 的 与 涡 有 关 的 力 的 大 小 ,用 人 体 的 重力 来 表示 。 
人 在 什么 位 置 受到 的 与 涡 有 关 的 力 最 大 ? 

2-5-7 作 一 个 伽利略 变换 ,让 和 希 尔 球 涡 以 匀速 度 一 U 运动 ,无 穷 远 处 的 流体 静止 不 动 ， 
证 明 流 函数 .速度 分 布 和 涡 量 分 布 为 


4 
Yer 一 一 二 Us sinm0， 各 一 一 (sr = 到 jsimeg 


2 2 
二 六 后 二 3(s 一 到 jeow， Sn 一 12 到 jsng 


2.6 动量 平衡 方程 


流体 在 运动 过 程 中 ,流体 的 任意 部 分 会 受到 体积 力 和 表面 力作 用 ,其 动量 发 生变 化 。 流 
体 可 以 看 成 由 无 穷 多 个 微 元 组 成 的 ,牛顿 力学 中 的 质点 系 的 动量 定理 成 立 。 为 了 更 深入 理 
解 理想 流体 的 动量 平衡 方程 ,我 们 有 必要 回忆 一 下 牛顿 力学 中 质点 系 的 动量 定理 。 


2.6.1 质点 系 的 动量 定理 eo 

考虑 一 个 质点 系 ,由 N 个 质点 组 成 ,其 中 质点 i 受到 的 外 力 为 ” ， 。 | 
Fi;, 质 点 j 对 i 施加 的 相互 作用 内 力 为 /5 ,如 图 2.6.1 所 示 。 作 用 在 ,名所 万 me 
质点 上 的 总 合力 为 FP; 十 ,其 中 内 力 的 合力 为 J ” 9 


' ®@ 
在 惯性 参考 系 中 ， 设 质点 的 动量 为 有 , 则 其 动力 学 方程 为 图 2.6.1 质点 系 
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Ft Ds = dP: (2.6-1) 
ji i 
将 上 式 对 所 有 质点 求 和 得 
>r + Dr 光村 Ee =- 站) (2.6-2) 
根据 牛顿 第 三 定律 ， 相互 作用 内 力 总 是 成 对 出 现 的 ， 大 小 相等 ,方向 相反 , 即 
fst+fi=0 
所 以 质点 系 所 受 的 内 力 的 合力 为 0, 即 
2 2fs=0 (2.6-3) 
把 式 (2. 6-3) 代 入 式 (2. 6-2) 得 
DF, = 二 (Dp) (2.6-4) 


式 中 Sh 为 质点 系 所 受 的 外 力 的 合力 ,我 们 获得 牛顿 力学 中 的 质点 系 的 动量 定理 ; 在 惯 


性 参考 系 中 ， 质点 系 的 总 动量 随时 间 的 变化 率 等 于 质点 系 所 受 的 外 力 的 合力 。 
质点 系 的 动量 定理 表明 ,质点 之 间 的 相互 作用 内 力 仅 能 改变 系统 内 个 别 质点 的 动量 ,但 
不 能 改变 系统 的 总 动量 。 只 有 外 力 才 能 改变 系统 的 总 动量 。 


2.6.2 拉 格 朗 日 描写 下 的 理想 流体 的 动量 平衡 方程 


考虑 运动 流体 的 一 部 分 , 随 着 时 间 的 推移 ,其 体积 V(1) 和 表面 SG) 不 断 变化 ,但 质量 mm 
不 变 , 连 续 性 方程 为 
d 


dv) = 一 0 


se 


dv 二 
v=-| [时 四 下 二 Ecodv)] | eav Cae 


vae 


把 欧 拉 方 程 p 9 一 一 弛 一 o 到 代入 式 (2. 6-5) 得 


| pvay | Ww —p Edy 中 pndS 上 EdV (2.6-6) 


式 (2. 6-6) 是 牛顿 力学 中 的 质点 系 的 动量 定理 对 理想 流体 的 应 用 ,表示 运动 理想 流体 的 任 
一 部 分 的 动量 随时 间 的 变化 率 等 于 该 部 分 流体 所 受 的 外 力 的 合力 。 


2.6.3 欧 拉 描 写 下 的 理想 流体 的 动量 平衡 方程 


现在 我 们 来 推导 流体 的 动量 平衡 方程 。 单 位 体积 流体 的 动量 为 ov, 研究 它 随 时 间 的 变化 
9(p0i) _ gv; 宗 ap 
at a at 人 oat 


为 了 简化 书写 ,现在 使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 及 记号 式 (2. 2-6)。 
把 欧 拉 方程 节 一 一 上 3 时 一 二 了 一 和 连续 性 方程 吕 一 一 了 人 代入 式 (2.6-7) 得 


Ix; par oz 


《2.6-7) 


9(p0i) 9p 9(pvivj;) 所 
于 DE az 到 二 


(2.6-8) 
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为 看 出 式 (2. 6-8) 的 物理 意义 ,在 某 一 固定 的 封闭 曲面 S 包围 的 体积 上 积分 ,并 使 用 高 


斯 定理 得 
a Cp0:) | 加 | 本 | aS _ 
| a dV 去 A Lpns +pvi(vinj)]1dS 2 玩 (2.6-9) 
写成 矢量 形式 得 
9 
2 | pvav =—f pv ， mds— pnds -| EdV (2.6-10) 


式 (2.6-10) 左 边 表示 固定 体积 内 的 动量 随时 间 的 变化 率 , 右 边 第 一 项 表示 单位 时 间 内 通 
过 体积 表面 流 进去 的 动量 ,第 二 项 表示 体积 表面 上 流体 所 受 合 力 , 第 三 项 表示 体积 内 的 流体 所 
受 外 力 的 合力 。 因 此 式 (2.6-8) 和 式 (2.6-9) 是 欧 拉 描 写 下 的 理想 流体 的 动量 平衡 方程 。 


2.6.4 作用 在 弯 管 上 的 力 


弯 管 两 端 1 和 2 处 的 横 截 面积 .压强 和 流体 速度 分 别 为 Ai 、pi、w 和 As、ps、w ,如 图 2. 6.2 
所 示 。 在 d 时 间 内 流体 段 1-2 运动 至 1-2 ,质量 守恒 定律 指出 ,该 流体 段 的 质量 不 变 , 由 于 
在 这 个 过 程 中 1-2 之 间 的 流体 的 质量 m(1~2) 没 有 变化 ,流体 段 的 初 质 量 为 pwAidi 十 
m(1~2), 末 质量 为 ovusA:d: 十 m2(1-2), 有 
dm = pvsAsdt = pviAidt = pgdt 


化 为 
gq= vAzs = uA (2.6-11) 
式 中 g 为 体积 流量 。 
伯 努 利 方程 为 
02 (2.6-12) 


2 p 2 
时间 内 流体 段 1-2 运动 至 1-2 ,在 这 个 过 程 中 1-2 之 间 的 流体 的 质量 m(1-2) 和 动量 PC1-2) 
没有 变化 ,所 以 流体 段 的 初 动量 为 wdmz 十 p(1-2) ,未 动量 为 wzdmz 十 p(1-2) ,其 动量 增 量 为 
(vs 一 v1)dm。 把 动量 定理 应 用 到 流体 段 得 


天 二 站 页 二 二 让 因而 ee pa Ws — wi) (2. 6-13) 


式 中 ,mm 和 ma 分 别 为 截面 1 和 2 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 ,F 为 弯 管 对 流体 段 施 加 的 合力 。 
式 (2.6-13) 中 因为 重力 的 贡献 较 小 ,已 经 忽略 。 根 据 牛顿 第 三 定律 , 弯 管 受 力 F' 与 8 大 小 
相等 ,方向 相反 。 

【 例 1】 消防 水 龙头 的 喷嘴 喷 水 时 ,高 速水 流 从 管道 经 过 一 个 喷嘴 射 人 大 气 , 截 面积 从 
Ai 收缩 为 As ,Ai 处 的 压强 为 p, 。 求 水 流 给 喷嘴 的 力 。 

解 : 取 1-2 断面 间 的 水 为 研究 对 象 , 受 力 如 图 2. 6. 3 所 示 。 


vodf 


PiAim 


图 2.6.2 受 力 分 析 图 2.6.3 喷嘴 


第 2 章 “理想 流体 运动 方程 


喷嘴 外 的 压强 为 大 气压 , 即 
p= 加 
连续 性 方程 为 
gq= vAs= uAl 
伯 努 利 方程 为 
2 2 
由 动量 定理 得 
下 十 ( 户 一 加 )A = pq(vs— vi) 
把 以 上 方程 联合 求解 得 
w— fe = ma 2 | 
吃 一个] 1 多 


根据 牛顿 第 三 定律 ,水流 给 喷嘴 的 力 F' 与 F 大 小 相等 ,方向 相反 。 

【 例 2】 装 有 水 泵 的 机 动 船 逆水 航行 ,水 流速 度 为 uo ,相对 于 岸上 的 船 速 为 & ,水泵 从 船 
首 进 水 ,从 船尾 喷 出 的 水 流 相对 于 船体 的 速度 为 。, 体 积 流 量 为 a。 求 船 得 到 的 推力 。 

解 : 如 图 2. 6.4 所 示 , 在 岸 静 止 的 参考 系 ( 地 面 参考 系 ) 里 , 进 水 速度 就 是 水 流速 度 , 即 
D1 二 Ww ;, 喷 出 的 水 流速 度 为 ,二 vw 十 wu。 使 用 动量 定理 ,得 船 对 水 流 的 作用 力 为 
(um 一 vi) dm 


dt 
即 =pg[(v 一 w) 一 wj]。 根 据 牛 顿 第 三 定律 ,水 流 对 船 的 反 推力 与 大 小 相等 ,方向 相反 。 


朋 速 4 
喷 出 的 水 进 水 的 水 喷 出 的 水 
流速 度 w 流速 度 uo-u 流速 度 v+u 


(a) (b) 


图 2.6.4 喷 出 和 进入 的 水 流 
(a) 船 静止 的 参考 系 ; (b) 岸 静止 的 参考 系 


F 


pq(vs 一 Di) 


进 水 的 水 
流速 度 wo 


习题 

2-6-1 如 图 2.6.5 所 示 , 从 喷嘴 射出 时 的 射流 的 流量 为 wm 王 36m /s ,速度 为 vi 二 
30my/s, 该 射流 被 一 块 与 射流 方向 垂直 的 平板 拦截 , 变 成 两 部 分 ,流量 分 别 为 一 24ms/s 和 
@ 王 12ms/s。 射 流 外 面 为 大 气 。 使 用 伯 努 利 方程 证 明 vw 二 vw 二 v3。 并 求 : (1) 偏 转角 0; 
(2) 水 流 对 平板 的 冲击 力 。 

2-6-2 如 图 2.6.6 所 示 , 已 知 水 管 横 截 面 不 变 ,面积 为 S, 水 流速 度 为 v, 压 强 为 p, 转 
弯 角 为 a, 水 密度 为 p, 不 考虑 重力 , 求 水 流 对 弯 水 管 上 的 冲击 力 。 
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2-6-3 有 一 面积 为 S 的 风筝 静止 于 空中 ,风向 沿 水 平方 向 向 右 , 风 速度 大 小 为 U, 风 
筝 平面 与 水 平方 向 的 夹 角 为 w, 空 气 碰 到 风筝 后 沿 风筝 平面 向 四 周 散 开 。 已 知 空气 密度 为 
o, 求 风筝 获得 的 竖 直 方向 的 升力 ,并 求 最 大 升力 。 


2.7 能 量 平衡 方程 


流体 在 运动 过 程 中 ,流体 的 任意 部 分 都 会 受到 体积 力 和 表面 力作 用 ,这 些 力 会 做 功 ,所 
以 其 动能 会 变化 。 由 于 流体 可 以 看 成 由 无 穷 多 个 微 元 组 成 ,因此 流体 是 质点 系 ,牛顿 力学 中 
的 质点 系 的 动能 定理 成 立 。 为 了 深入 理解 理想 流体 的 能 量 平衡 方程 ,有 必要 回忆 一 下 牛顿 
力学 中 的 质点 系 的 动能 定理 与 功能 原理 。 
2.7.1 质点 系 的 动能 定理 与 功能 原理 
1. 质点 的 动能 定理 
考虑 一 个 质点 ,所 受到 的 合力 为 下。 在 惯性 参考 系 中 ,其 动力 学 方程 为 
F=m dv 
dt 
质点 从 位 置 a 运动 到 位 置 b ,合力 所 做 的 功 为 
A |r “dr 人 名 dr mo = nv 一 1 mw? = AE, (C2. 7=1》 


9 2 
得 到 质点 的 动能 定理 : 在 惯性 参考 系 中 ,合力 对 一 个 质点 所 做 的 功 等 于 质点 动能 的 
增 量 。 
2. 质点 系 的 动能 定理 
根据 牛顿 第 三 定律 ,质点 之 间 的 相互 作用 内 力 总 是 成 对 出 现 的 ,每 对 内 力 大 小 相等 . 方 
向 相反 ,同时 出 现 . 同 时 消失 。 虽 然 内 力 不 能 改变 系统 的 总 动量 ,但 一 对 内 力 的 作用 点 的 位 
移 一 般 并 不 相等 ,所 以 作用 力 和 反作用 力 的 功 不 能 相互 抵消 ,成 对 的 内 力 对 系统 动能 的 贡献 
一 般 不 为 零 。 
如 图 2.7. 1 所 示 , 质 点 i 所 受到 的 外 力 为 F;, 其 他 质点 施加 的 内 @ @ 一 
力 的 合力 为 2 因此 质点 i 所 受到 的 合力 为 F; tf. 在 惯性 参 。 mm 
ef 
考 系 中 ， 把 质点 的 动能 定理 方程 (2. 7- 1) 应 用 于 质点 元 得 
[ (Ft 2 )- dr; = AEr.: 
把 上 式 对 所 有 质点 求 和 ,得 
A。 十 Au = AE: 292) 


式 中 ,AE, = 习 AE,, 一 A( 了 Ew) 为 质点 系 的 总 动能 习 Ew 的 增 量 ,A = Fi. qr 


和 An = 习 | 避 f;， dr 分别 为 所 有 外 力 和 内 力 对 所 有 质点 所 做 的 总 功 。 
i “ejzi 
我 们 得 到 质点 系 的 动能 定理 : 在 惯性 参考 系 中 ,所 有 外 力 和 内 力 对 所 有 质点 所 做 的 总 
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功 等 于 质点 系 的 总 动能 的 增 量 。 

3. 质点 系 的 功能 原理 

众所周知 ,保守 力 做 功 只 与 质点 的 始 , 未 位 置 有 关 ,而 与 路 径 形 状 无 关 ,而 功 是 能 量变 化 
的 量度 。 因 此 在 保守 力 场 中 ,质点 在 不 同 的 位 置 上 具有 不 同 的 能 量 ,也 就 是 说 ,保守 力 场 中 
的 物体 储藏 着 一 种 能 量 ,这 种 能 量 是 位 置 的 函数 。 据 此 可 以 引进 势能 ,让 保守 力 所 做 的 功 等 
于 势能 的 增 量 的 负 值 。 利 用 势能 ,可 以 把 质点 系 的 动能 定理 表示 成 更 方便 应 用 的 形式 。 

将 质点 系 内 各 质点 之 间 的 相互 作用 内 力 分 成 保守 内 力 和 非 保守 内 力 ,内力 做 的 总 功 可 
以 分 解 为 两 部 分 , 即 保守 内 力 做 的 总 功 Ai2 和 非 保守 内 力 做 的 总 功 Ag ,A 二 A 十 Aw?， 
而 保守 内 力 做 的 总 功 可 表示 成 质点 系 的 内 部 总 势能 Eu 的 增 量 的 负 值 , 即 A 二 一 AE,n。 

将 质点 系 内 各 质点 受到 的 外 力 分 成 保守 外 力 和 非 保 守 外 力 , 外 力 做 的 总 功 可 以 分 解 为 
两 部 分 , 即 保守 外 力 做 的 总 功 AS 和 非 保守 外 力 做 的 总 功 Ase ,A 二 AR 十 ASs9 ,而 保守 外 
力 做 的 总 功 可 表示 成 质点 系 的 外 部 总 势能 Fu. 的 增 量 的 负 值 , 即 A 二 一 AE,,。x。 

定义 质点 系 的 机 械 能 EE 二 El 十 Ep.in 十 Ep.ex, 式 (2.7-2) 变 为 

A 十 AS 一 AP 《2 7=3) 

得 到 质点 系 的 功能 原理 : 在 惯性 参考 系 中 ,所 有 非 保 守 外 力 和 非 保守 内 力 对 所 有 质点 

所 做 的 总 功 等 于 质点 系 的 机 械 能 的 增 量 。 


2.7.2 拉 格 朗 日 描写 下 的 理想 流体 的 能 量 平 衡 方程 


考虑 运动 流体 的 一 部 分 , 随 着 时 间 的 推移 ,其 体积 V(4) 和 表面 S(4) 不 断 变化 ,但 质量 mm 
不 变 , 连 续 性 方程 为 
d 


edV) =0 


动能 随时 间 的 变化 率 为 


d I. | d(v) 2 d | ,dv _ 
dt J vco 20 4 2 vl dt ay odV)] We dd (oa 


把 欧 拉 方程 p 各 一 一 终 一 p 下 代入 式 (2.7-4) 得 


d 1 本 . 
ve a0 dV | ， (e/a A (2.7-5) 

由 于 一 般 情况 下 外 力 势 三 与 时 间 无 关 , 有 
v*。 (VE) (2, 7=6) 

dt 


把 式 (2.7-6) 代 入 式 (2.7-5) 得 


(3 Fosjdy= | vvpav ——| [Vv (po) — pV. uldy 
diJvo\2 VO VD 


-中 pov: as+| pV: vdV C2, 739) 
SCD) VO 


由 于 流体 中 的 一 个 做 元 的 局 域 热 力学 方程 为 Td; 二 de 十 pd ( 二 ,因此 在 运动 过 程 中 ， 
微 元 的 热力 学 量 随时 间 的 变化 率 遵守 
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1 
d 
可 站 对 | | 
ed i (2.7-8) 
由 于 理想 流体 的 运动 是 绝热 的 ,绝热 运动 方程 为 
ds os， a 
a 0 Ws=0 
把 上 式 代 入 式 (2.7-8) 得 
ds_d pd 
a 二 0 (2.7-9) 
连续 性 方程 可 以 改写 为 
do 0 : 
直 a Vp VD 《2.7=10) 
把 式 (2.7-10) 代 入 式 (2.7-9) 得 
Nh C07 11) 
dt p 
使 用 式 (2.7-11) 得 
es de =- 并 | > 
| ov “= Je wa dt vod 人 
把 式 (2.7-12) 代 入 式 (2.7-7) 得 
| Q 2 | a)] 中 
Ty 十 pe 十 pS |dV 2 ds 2.7=13) 


式 中 , |， 二 pwrdv 为 理想 流体 的 任 一 部 分 的 动能 ,| pedV 为 内 能 ,| paaV 为 外 部 势 


能 ,因此 我 们 可 以 把 | (je 于 +pa)av 解释 为 能 量 . 式 (2.7-13) 就 是 理想 流体 的 热 


力学 第 一 定律 的 表达 式 : 在 惯性 参考 系 中 ,施加 于 理想 流体 的 任 一 部 分 的 表面 上 的 力 所 做 
的 总 功 等 于 其 能 量 的 增 量 。 


2.7.3 不 可 压缩 理想 流体 的 任 一 部 分 的 功能 原理 


现在 我 们 把 拉 格 朗 日 描写 下 的 理想 流体 满足 的 方程 (2. 7-7) 应 用 于 不 可 压缩 理想 流 
体 , 得 


于 | (3 +osjay —— 网 pu» dS (2.7-14) 
di Jvo 


我 们 可 以 把 | (3 pou’ 十 6 jdy 定义 为 不 可 压 纳 理 想 流体 的 任 一 部 分 的 宏观 机 械 能 。 我 


们 将 获得 不 可 压缩 理想 流体 的 任 一 部 分 的 功能 原理 : 在 惯性 参考 系 中 ,施加 于 不 可 压缩 理 
想 流体 的 任 一 部 分 的 表面 上 的 力 所 做 的 总 功 等 于 其 宏观 机 械 能 的 增 量 。 
由 式 (2.7-11) 得 


de 
dt 


得 到 结论 : 不 可 压缩 理想 流体 的 每 一 部 分 的 内 能 不 因 其 在 空间 内 移动 位 置 而 有 所 


一 0 《2.7-15) 
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2.7.4 ” 欧 拉 描 写 下 的 理想 流体 的 能 量 平衡 方程 

现在 我 们 来 推导 欧 拉 描写 下 的 理想 流体 的 能 量 平衡 方程 。 首 先 计算 流体 单位 体积 的 动 
能 的 时 间 变化 率 。 

首先 使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 ,连续 性 方程 32 一 一 "2 及 欧 拉 方 各 
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Di Dui 1 9p 9S 


at War Por gx 


二 三 区 (oto) pv po (2.7-16) 
后 计算 流体 单位 体积 的 内 能 的 时 间 变 化 率 。 使 用 式 (2.7-11) 得 
Cpe) po re p 和 (v» ve] eV (pv) 
=— pV v— Vv. (pewv) (2.7-17) 
把 式 (2.7-16) 和 式 (2.7-17) 联 立 , 得 
2 (eto) Vy. [(3 v +h joo ]- ov，\E (2..7=18) 
由 于 一 般 情 况 下 三 与 时 间 无 关 , 使 用 连续 性 方程 可 以 把 式 (2.7-18) 改 写 为 
史 (o toe tes)——v [[ 二 ”+2+sjoo] (2.7-19) 
为 看 出 式 (2.7-19) 的 物理 意义 ,在 某 一 固定 体积 上 积分 ,得 
了 (于 二 +osjav = (#7 + +Sjon ds (2.7-20) 
式 (2.7-20) 左 边 代表 一 固定 体积 内 的 流体 能 量 ( 动 能 .内 能 和 外 部 势能 之 和 ) 在 单位 时 间 内 
的 增 量 ,右边 代表 在 单位 时 间 内 从 该 体积 的 表面 流 进 去 的 能 量 , 因 此 式 (2.7-19) 是 能 量 平 
衡 方程 ,而 


1= (#7 十 朋 十 号 =jp (2.7-21) 


可 以 解释 为 “能 流 密度 矢量 ”。 
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3.1 理想 流体 无 旋 运 动 的 出 现 条 件 


3.1.1 无 旋 运 动 的 定义 


我 们 在 1. 5 节 已 经 指出 ,判断 流体 的 流动 是 有 旋 还 是 无 旋 , 只 有 通过 观察 流体 微 元 本 身 
是 否 绕 自身 轴 旋 转 来 决定 。 如 果 流 体 中 有 若干 流体 微 元 绕 自身 轴 旋 转 , 则 称 为 有 旋 流动 ; 
如 果 流 体 中 所 有 流体 微 元 均 不 绕 自 身 轴 旋 转 , 则 称 为 无 旋 流 动 。 判 断 流体 微 元 是 否 绕 自身 
轴 旋 转 的 量 就 是 速度 的 旋 度 , 称 为 涡 量 。 

换 句 话说 ,如 果 涡 量 在 整个 流体 区 域内 为 零 .那么 流体 的 运动 称 为 无 旋 运 动 。 如 果 
整个 流体 区 域内 存在 涡 量 不 等 于 零 的 区 域 , 流 体 的 运动 称 为 涡 旋 运动 。 一 般 情况 下 , 整 
个 流体 区 域 可 以 划分 为 涡 旋 区 域 和 无 旋 区 域 。 一 般 实 际 流体 的 流动 都 是 涡 旋 流动 ,只 有 
理想 流体 的 运动 才 有 可 能 是 无 旋 流 动 , 这 是 因为 理想 流体 没有 黏 性 ,不 存在 切 应 力 ,通常 
情况 下 也 不 存在 能 够 改变 流体 微 元 的 旋转 状态 的 其 他 力 , 因 此 理想 流体 通常 不 能 传递 旋 


转运 动 。 
综 上 所 述 ,流体 的 无 旋 运 动 由 下 式 定义 ， 
Q=v<v=0 (3.1-1) 
根据 矢量 公式 VX Vf 二 0, 可 以 引进 速度 势 @ 
v= Ww (3.1-2) 


3.1.2 什么 情况 下 理想 流体 的 运动 是 无 旋 的 


在 2.5 节 我 们 证 明了 速度 环 量 守重 定理 (汤姆 孙 定 理 ): 对 位 于 保守 外 力 场 中 且 作 等 
运动 的 理想 流体 ,在 其 内 沿 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 不 随时 间 而 改变 。 利 用 速度 环 量 守恒 
定理 ,可 以 得 出 以 下 两 个 定理 。 
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定理 1: 对 于 作 定 常 等 粹 运动 的 理想 流体 ,只 要 在 其 一 条 流 线 上 的 任何 一 点 的 涡 量 为 
零 , 那 么 在 该 流 线 上 的 所 有 的 点 的 涡 量 均 为 零 。 

证 明 : 根据 斯 托 克 斯 定理 , 任 一 矢量 沿 任 一 封闭 周 线 的 环 量 等 于 该 矢量 的 旋 度 沿 任 一 
以 该 周 线 为 边 的 曲面 的 积分 , 即 


中 rd = wr as (3.1-3) 
应 用 斯 托 克 斯 定理 ,得 沿 任 一 无 限 小 的 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 
oid= wo.ds=0.ds (3.1-4) 


式 中 ,dS 为 以 该 周 线 为 边 的 曲面 面 元 ,0 为 该 面 元 处 的 涡 量 。 

如 果 一 条 流 线 上 的 一 点 的 涡 量 为 零 ,环绕 着 该 点 作 一 无 限 小 的 流体 封闭 周 线 包 围 该 流 
线 , 由 式 (3.1-4) 可 知 , 沿 该 无 限 小 周 线 的 速度 环 量 为 零 。 随 着 时 间 的 推移 ,该 无 限 小 流体 
封闭 周 线 随 流体 移动 ,但 仍然 包围 该 流 线 。 由 于 速度 环 量 不 变 ,在 该 流 线 上 的 所 有 的 点 的 涡 

使 用 上 述 定 理 , 我 们 得 到 以 下 结论 。 

(1) 对 于 作 定 常 等 炉 运动 的 理想 流体 ,如 果 在 无 穷 远 处 均匀 流动 ,那么 理想 流体 的 运动 
是 无 旋 的 。 

这 是 因为 在 无 穷 远 处 ,由 于 理想 流体 是 均匀 流动 的 , 即 速 度 v 为 常 矢量 ,所 以 那里 所 有 
流 线 上 的 涡 量 为 零 。 根 据 定理 1, 在 所 有 流 线 的 所 有 点 上 的 涡 量 为 零 , 即 理想 流体 的 运动 是 
无 旋 的 。 

(2) 对 于 作 定 常 等 炉 运 动 的 理想 流体 ,如 果 无 穷 远 处 的 理想 流体 静止 不 动 , 那 么 理想 流 
体 的 运动 是 无 旋 的 。 

这 是 因为 在 无 穷 远 处 ,由 于 理想 流体 是 静止 的 ,所 以 那里 所 有 流 线 上 的 涡 量 为 零 。 根 据 
定理 1, 在 所 有 流 线 的 所 有 点 上 的 涡 量 为 零 , 即 理想 流体 的 运动 是 无 旋 的 。 

定理 2: 如 果 理 想 流体 的 等 彤 运动 在 某 一 时 刻 是 无 旋 的 ,那么 在 以 后 任意 时 刻 流 体 的 运 
动 都 是 无 旋 的 。 

证 明 : 如 果 理 想 流 体 的 等 炉 运 动 在 某 一 时 刻 是 无 旋 的 , 则 在 该 时 刻 沿 流体 内 任 一 流体 
封闭 周 线 的 速度 环 量 为 零 。 根 据 环 量 守恒 定理 ,在 以 后 任意 时 刻 , 沿 理想 流体 内 任 一 流体 封 
闭 周 线 的 速度 环 量 为 零 , 即 在 以 后 任意 时 刻 理想 流体 的 运动 都 是 无 旋 的 。 证 毕 。 

使 用 上 述 定 理 , 我 们 得 到 以 下 结论 : 如 果 理 想 流 体 在 初始 时 刻 静 止 , 那 么 在 以 后 任意 时 
刻 理想 流体 的 运动 都 是 无 旋 的 。 

例如 ,从 静止 开始 的 波浪 运动 ,由 于 流体 静止 时 是 无 旋 的 ,因此 产生 波浪 以 后 ,波浪 运动 
也 是 无 旋 运 动 。 

3.1.3 为 什么 关于 理想 流体 的 无 旋 流动 的 研究 是 有 用 的 ? 

实际 流体 不 是 理想 流体 ,存在 内 摩擦 力 ,内 摩擦 力 正 比 于 速度 梯度 。 既 然 实 际 的 流体 的 
流动 都 是 涡 旋 流动 , 那 我 们 为 什么 还 要 研究 理想 流体 的 无 旋 流 动 呢 ? 

原因 是 ,根据 普 朗 特 的 边界 层 理论 (4. 10 节 ) ,在 固体 表面 附近 的 很 薄 的 流体 边界 层 之 
内 ,那里 的 速度 梯度 较 大 ,因而 涡 量 较 大 ,内 摩擦 力 较 大 ,不 能 看 成 理想 流体 ,流体 的 流动 是 
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涡 旋 流动 。 而 在 边界 层 之 外 ,那里 的 速度 梯度 很 小 ,因而 涡 量 很 小 ,内 摩擦 力 很 小 ,流体 可 看 
成 理想 流体 ,流体 的 运动 可 看 成 无 旋 流动 ,如 图 3. 1. 1 所 示 。 因 此 普 朗 特 的 边界 层 理论 断言 
理想 流体 的 无 旋 流动 的 研究 是 有 用 的 。 


无 旋 区 域 


ONE 0 


加 S 


图 3.1.1 涡 旋 流动 区 域 与 无 旋 流动 区 域 


3.2 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 5 


3.2.1 拉 普 拉 斯 方程 


1. 拉 普 拉 斯 方程 的 推导 
不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 同 时 满足 


Vv=0, v=Ww C9.2=1) 
因此 速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方程 
vG6 一 0 (3.2-2) 
如 果 流 体 与 静止 固体 表面 S 接触 ,流体 速度 的 法 向 分 量 v1s 必须 为 零 , 即 
ws 一 竺 s 一 0 (3.2-3) 


在 运动 的 固体 表面 S 上 的 流体 速度 的 法 向 分 量 v, |s 必须 等 于 固体 表面 的 速度 的 法 向 分 量 
了 solid,n |s , 即 


二 区 
S 


可 一 Vsidn |s (3.2-4) 
n 


vs |s = 


我 们 需要 指出 ,不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 具 有 如 下 重要 性 质 : 假设 一 个 固体 在 流 
体 中 运动 ,固体 周围 的 流体 作 无 旋 和 运动, 那么 任意 时 刻 流 体 的 速度 分 布 由 Y@=0 及 边界 条 
件 式 (3.2-4) 确 定 , 而 且 只 依赖 于 该 时 刻 固体 的 运动 速度 ,而 不 依赖 于 其 加 速度 。 

2. 单 连通 区 域 与 双 连 通 区 域 

如 果 区 域内 任意 两 点 都 可 用 区 域内 一 条 连续 曲线 连接 ,这 样 的 区 域 称 为 连通 区 域 。 如 
果 在 连通 区 域 中 的 任意 一 条 封闭 曲线 ,能 连续 地 收缩 成 一 点 而 且 不 出 区 域 边界 ,这 样 的 连通 
区 域 就 称 为 单 连通 区 域 ,否则 就 是 多 连通 区 域 。 常 见 的 单 连通 区 域 有 球 表面 内 外 区 域 , 或 两 
个 同心 球 之 间 的 区 域 等 。 现 在 考虑 单 连通 区 域 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 。 使 用 斯 


托 克 斯 定理 得 
中 vd = 到 :du= 中 d= fe- (3.2-5) 


我 们 看 到 ,对 于 单 连通 区 域 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 ,速度 环 量 永远 为 零 , 速 度 势 
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是 单 值 函 数 。 

对 于 多 连通 区 域 , 需 要 引进 分 隔 面 概念 。 所 谓 分 隔 面 
指 的 是 这 样 的 曲面 : 整个 曲面 位 于 区 域内 部 ,并 且 曲 面 和 区 
域 边界 的 相交 线 是 一 条 封闭 曲线 。 能 作 ”一 1 个 分 隔 面 并 
且 不 破坏 区 域 连通 性 的 多 连通 区 域 , 称 为 n 连通 区 域 。 在 
流体 力学 中 经 常 碰 到 的 是 双 连 通 区 域 。 例 如 , 圆 环 内 部 区 
域 就 是 一 个 双 连 通 区 域 , 可 以 作 一 个 分 隔 面 并 且 不 破坏 
域 连通 性 ,如 图 3. 2. 1 所 示 。 在 一 个 双 连 通 区 域 引进 一 个 分 
隔 面 后 ,如 果 把 分 隔 面 的 两 边 看 成 是 区 域 的 新 边界 ,产生 的 区 域 就 是 单 连通 区 域 。 

对 于 双 连 通 区 域 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 ,如 果 流 体 封闭 周 线 能 连续 地 收缩 
成 一 点 而 且 不 出 区 域 的 边界 ,那么 沿 该 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 为 零 , 即 


中 du=o (3.2-6) 
wC 


对 于 双 连 通 区 域 中 的 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 ,如 果 流 体 封闭 周 线 能 连续 地 收缩 
成 一 点 但 不 得 不 跨 出 区 域 的 边界 ,那么 沿 该 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 不 为 零 , 即 


x 区 


图 3.2.1 双 连 通 区 域 的 分 隔 面 


中 “dl 天 0 (3.2-7) 
此 时 速度 势 是 多 值 函数 。 
3.2.2 伯 努 利 方程 
1. 伯 努 利 方程 
作 等 炉 流动 的 理想 流体 满足 欧 拉 方 程 (2. 1-16), 即 


9v 
Ar 


如 果 流 体 作 无 旋 运 动 ,有 ww 三 VB。 利 用 速度 势 , 上 式 化 为 
vw Li 38 
Ma +s+ 呈 =- 0 


于 ht s+ 守 =f() (3.2-8) 


-ax(xo=-v( 十 4 十 忆 ] 


其 解 为 


式 中 /Co) 为 时 间 的 任意 丽 数 。 7) 可 以 附加 到 2 


伯 努 利 方程 


上 去 ,从 而 得 理想 流体 的 无 旋 运 动 满足 的 


二 天 二 百 十 王 = (3.2-9) 
和 ot 
i BL 
对 于 定常 流动 \ 有 < 下 一 0, 式 (3.2-9) 化 为 


2 
守 十 h 十 全 二 const (3. 2-10) 


2. 与 一 般 流 动 的 伯 努 利 方程 (2. 3-1) 的 区 别 
我 们 需要 指出 的 是 ,理想 流体 的 定常 无 旋 运动 的 伯 努 利 方程 (3. 2-10) 与 任意 流动 的 伯 
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努 利 方程 (2. 4-1) 是 有 差别 的 。 任 意 流 动 的 伯 努 利 方程 中 的 常数 只 是 沿 特定 流 线 的 ,不 同 
的 流 线 有 不 同 的 常数 。 而 无 旋 流动 的 伯 努 利 方程 中 的 常数 对 流体 的 所 有 部 分 来 讲 ,都 是 相 
同 的 。 

3. 不 可 压缩 理想 流体 的 伯 努 利 方程 

对 于 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运 动 , 式 (3. 2-9) 化 为 


9 
pp 一 po 一 讨 pv* 一 p 一 ps (3,2-11) 
式 中 po 为 常数 。 
对 于 不 可 压缩 理想 流体 的 定常 无 旋 运 动 , 式 (3.2-11) 化 为 
= po 一方 00* 一 pS (3.2-12) 


4. 无 旋 流动 的 伯 努 利 方程 的 适用 范围 

根据 普 朗 特 的 边界 层 理 论 ,流体 流 过 固体 表面 时 , 除 表面 附近 黏 性 影响 严重 的 薄 层 外 ， 
其 余 区 域 的 流动 可 视 为 理想 流体 的 无 旋 运 动 ,无 旋 运 动 的 伯 努 利 方程 成 立 。 

5. 驻 点 

一 个 有 用 的 概念 是 驻 点 ,在 驻 点 处 速度 为 零 。 

【 例 1】 一 个 半径 为 a 的 固体 球 在 不 可 压缩 理想 流体 中 以 速度 U 运动 , 球 周围 的 流体 
作 无 旋 流动 ,无 穷 远 处 的 流体 静止 不 动 。 确 定 流体 速度 分 布 驻 点 位 置 和 压强 分 布 。 

解 : 为 方便 起 见 , 把 直角 坐标 系 (z,y'z) 的 原点 取 在 
球 心 的 瞬时 位 置 上 , 球 的 速度 方向 沿 > 轴 , 球 的 速度 为 U= 
e,Ucos0 一 egUsin0, 如 图 3. 2. 2 所 示 。 在 相应 的 球 坐 标 系 
(r,0,9) 中 拉 普 拉 斯 方程 B==0 的 解 为 


Br,0) = >) (Air' + Bir )P(cos0) 
1=0 


式 中 A, 和 B, 为 常数 ,Pi(cos0) 为 勒 让 德 函 数 。 
边界 条 件 为 
w(r 一 a) 一 Ucosg， limv,=0 图 3.2.2 在 流体 中 运动 的 固体 球 


为 ww 一 2 一 六 [LAzr 呈 一 (十 1)Br 近 ]P (cosg),Pi(cos0) 王 cosg, 所 以 由 边界 条 件 
四 1=0 
V(r 三 a) 三 Ucos0 二 UP, (cos0) 可 知 ,v, 只 与 Pi(cos0) 二 cos9 有 关 , 即 
v, = (Ai—2B.r’)P,(cos0), Ai—2Bia*=U 
由 男 一 边界 条 件 limv, 一 0, 得 


asU a’ 
FCOs0 
区 2r 


二 办， 高 0 


[3 


所 以 


aB, 1098 
er ar1 ep 六 末 


驻 点 位 置 : v 一 0 要 求 一 -= , 即 驻 点 位 置 在 无 穷 远 处 。 


v= VY 


3 3 3 
eU 和 cos0 上 es 和 Usin0 = 2 [2rw “rr) vu] 
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压强 为 
PE 1 省 二 9 
p=po— we Pa 
式 中 po 为 无 穷 远 处 的 压强 。 
计算 “需要 使 用 欧 拉 描 述 (空间 固定 参考 系 ), 即 在 固定 的 空间 位 置 上 观察 流体 质点 的 
运动 情况 。 各 个 场 点 W 都 是 固定 不 动 的 ,让 r 一 O 态 为 相对 于 球 心 O 的 场 点 W 的 位 置 矢 


量 , 如 图 3. 2. 2 所 示 。 既 然 球 心 O 以 速度 U 运动 着 ,有 忆 一 艺 WD 一 一 苑 ,因此 在 欧 拉 描 述 


里 =O 六 = 一 |Udi, 与 时 间 有 关 , 所 以 有 


9B _ IB(Usr) _ IB ,U0 198 ,or __ 98 ,MU 
at ot aa ar al 3a0 93 a a 
9 了 a 了 
式 中 一 三 e; 一 十 e, 一 十 e. 一 。 
a By a 
把 上 式 代 入 伯 努 利 方程 得 


1 a@6 aU 
p= po pL ?加 ~ U. "] 


dU 
di 


1 a Yi 2 1 a 2 1 a 
一 加 一 于 Ss ] UO +3 co:0)+ 2PrU (3 cos 0 1) 十 二 7。 
球面 上 的 压强 为 


出 二 1 dU 
pl(r=a)= po + go (9 cos20 一 5) 十 到 paer 于 


【 例 2】 一 个 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 

半径 为 a 的 固体 球 作 无 旋 运 动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 均匀 | | 

速度 U 流动 。 确 定 流体 速度 分 布 . 驻 点 位 置 和 压强 分 布 。 vy 
解 : 如 图 3.2.3 所 示 , 取 直角 坐标 系 (zyy,z) 的 原点 

为 球 心 ,无 穷 远 处 的 流速 沿 = 轴 方 向 ,有 局 一 eUcosb 一 

esUsin9。 那 么 在 相应 的 球 坐标 系 (r,0,9) 中 拉 普 拉 斯 方 


程 屎 $==0 的 解 为 
$(r,0) 一 p> (Ar!'++ Br )P,(cos0) 
边界 条 件 为 。 
wr=a)=0, limor = UecosO 图 3.2.3 绕 固体 球 的 无 旋 流 动 
因为 == [LAxzr 扩 一 (! 十 1)B 一 二 ] Pi(cosg),Pi(cos0) 一 cos0, 所 以 由 边界 条 
件 limv, = Ucos0 = UPi(cos9) 可 知 ,wv, 只 与 Pi(cosg)= cosg 有 关 , 即 


= = (VU —2Bir )eos0 
由 边界 条 件 w (一 <) 一 0 给 出 
$= vr (1 + 入 jeow 


所 以 
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3 3 
er 守 二 es - 4 eUl1 所 jeow eul1 秘 jsang 


驻 点 位 置 : v 二 0 要 求 "一 a,sing 王 0。 驻 点 位 置 为 ”一 a,0 一 0,r。 
压强 为 


v= 


1 ， 35 
P= po— Boo 二 


式 中 po 为 常数 。 球 面 上 的 压强 为 
plr = 0) = po — Ro sin’0 


3\2 3 2 
po bor [(1 气 】 coso+ (1 二 吞 ] sin’0] 


习题 
3-2-1 在 习题 2-1-3, 我 们 已 经 证 明 , 地 球 参考 系 里 大 气 的 欧 拉 方程 为 
5 于 一 pT tol “Vv=— Vp—pEi+powr—2pwm Xv 


式 中 ,w 为 地 球 旋转 角速度 , r 为 大 气质 点 相对 于 地 球 自转 轴 的 垂直 位 移 矢量 ,为 地 球 引 
力 势 。 如 果 流 体 作 无 旋 等 业 流 动 ,证 明 满足 如 下 伯 努 利 方程 ; 
1 允 


9 
2 wr 十 = const 
6 


2 
可 Ee 
十 h 十 如 了 


2 
3-2-2 接 例 1, 计 算 流 体 的 总 动能 。 
3-2-3 已 知 不 可 压缩 流体 速度 分 布 为 v= 二 xz? 十 4z 一 y? ,vy 2zy 一 4y,u* 一 0。 证 


明 流动 为 无 旋 流 动 ,速度 为 零 的 驻 点 位 置 为 (0,0) 和 (一 4,0) ,速度 势 为 B= 计 z 2 = 


YX 一 2y?, 流 函数 为 zy 二 4ry 一 计 » 


3.3 不 可 压缩 理想 流体 的 二 维 无 旋 运 5 


3.3.1 复 势 和 复 速 度 


流体 二 维 流动 定义 为 v 二 v(x,y) ,vw 二 v, (Zz,y) ,vv 二 0。 理想 流体 的 二 维 无 旋 流动 满足 : 
96 _ og 


= 和 = 和 (3.3-1) 
从 1.6 节 我 们 知道 ,不 可 压缩 流体 的 二 维 流动 满足 : 
a 9 
如 一 一 下 (3.3-2) 
所 以 不 可 压缩 理想 流体 的 二 维 无 旋 运动 必须 同时 满足 式 (3. 3-1) 和 式 (3. 3-2) , 即 
90G6 ay 9G ay 攻 
Te 元 Fb Dy a (C920) 
由 式 (3.3-3) ,可 以 引入 复 势 
w= B+iy (3.3-4) 


我 们 看 到 ,z 是 复 变 量 > 二 x 十 iy 二 re* 的 解析 函数 ,满足 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann) 条 件 。 


第 3 章 “理想 流体 的 无 旋 运 动 


dw 9 ，. 9 
dz 9 工 ar 
【 例 1】 密度 为 po 的 不 可 压缩 理想 流体 二 维 无 旋 流动 的 速度 势 为 
$=ar(zr’— 3y) 
式 中 常数 a 二 0。 求 其 流速 及 流 函 数 ,并 求 通过 连接 (0,0) 及 (1,1) 两 点 的 直线 段 的 流体 质量 流量 。 
解 : 速度 分 量 为 


Wi = Dy (3.3-5) 


ap ap 
二 元 3 三 5 6ary 
流速 为 
v= VV 二 中 = V(3a)’ (x: —y)’+(—6ary)’ 3a(z2 十 只) 


将 速度 分 量 代 入 流 函 数 的 微分 式 , 得 
dy =—v,drt+vdy 一 6azydz 十 3a(z2 —y)dy 
积分 得 
y= 3az2y 一 ay 十 C 
式 中 C 为 积分 常数 。 
通过 连接 (0,0) 及 (1,1) 两 点 的 直线 段 的 流体 质量 流量 为 
Q= pLy(1,1) — yy(0,0)] = 2ap 


3.3.2 了 驻 点 


驻 点 : 在 驻 点 处 速度 为 零 。 所 以 对 于 不 可 压缩 理想 流体 的 二 维 无 旋 运 动 ,在 驻 点 处 复 
速度 为 零 , 即 
dw _ 
Me 0 


【 例 2】 一 个 平面 点 涡 的 复 势 。 
解 一 个 平面 点 涡 (无 限 长 直线 涡 丝 ) 感 生 的 速度 为 (7) 二 汪 名 ,有 


2rr” 
= 19@5 Tl]1 
Ar -0 r 90 2xr 
积分 得 
Em 
$= pd 
因此 
下 下 re Ff 之 A 
o 3270 了 Re (itn ) Re 人 im 有 ) Rew = Re($+iy) 
即 
Py ' 
Ww i 区 也 TD 270 y 区 也 
式 中 a>>0 为 常数 。 


【 例 3】 考虑 一 排 位 于 实 轴 上 的 无 穷 多 个 点 涡 ,其 位 置 为 x 二 na, 7 一 0, 士 1, 士 2 4 
为 常数 ,点 涡 强 度 均 为 卫 , 求 复 势 。 
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解 : 从 例 2 可 知 ,一 个 位 于 < 、 点 涡 强度 为 的 点 涡 的 复 势 为 加 一 一 i 大 In(< 一 <。) ,所 


以 总 的 复 势 为 
PE 
We i ee et 2 la ee] 


于 
式 中 常数 项 已 忽略 。 
利用 连 乘积 展开 


w=—1 了 本 
2r a 


【 例 4】 一 个 半径 为 a 的 固体 圆柱 在 不 可 压缩 理想 流体 中 以 速度 U 运动 ,无 穷 远 处 的 
流体 静止 不 动 。 圆 柱 周围 的 流体 作 二 维 无 旋 流动 ,确定 流体 速度 分 布 . 驻 点 位 置 和 压强 
分 布 。 

解 : 为 方便 求解 ,把 平面 直角 坐标 系 (z,y) 的 原点 取 在 圆 
柱 对 称 轴 的 瞬时 位 置 上 ,圆柱 的 速度 取 为 沿 x 轴 方 向 ,圆柱 的 
速度 为 U 二 e,Ucos9 一 epUsin0, 如 图 3. 3. 1 所 示 。 拉 普 拉 斯 方程 
YB 二 0 在 平面 极 坐标 系 成 为 

人 图 3.3.1 在 流体 中 运动 的 圆柱 
qr ror roa0 


今 B(r,0) 二 R(r)8(0) 得 


固定 点 到 


29 

各 = 一 Mi2B，@ 王 Cncosm1z0 + Da,sinmd, m=0, 土 1, 圭 2, 

eR, 1dR_m’ 

SF 二 二 宫 一 等 R=0，R~r，a== 土 

dr 二 二 rR 0,，，R~r,， a= 土 m 
解 为 

GB(r,0) = (Anr” 十 也 or ) (Concoszag 十 Dsinmb ) 

得 

vr 一 = 吾 - 之 (Anmr™ Bamr ™ ) (Ccosmb + Dsinm0 ) 

ww 一 士 污 一 之 (Anr™ + Bar ” )( 一 Comasinzzg + Damceosmd ) 


利用 边界 条 件 : v, (r= 二 a)= 二 Ucos0,limw, 二 0, limw 王 0. 得 
EN = 一 ev “rr 
六 
所 以 
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9 9 3 
v=VP=e, = He - 一 US (ercos0 十 essin0) 
驻 点 位 置 : "一 0 要 求 一 = , 即 驻 点 位 置 在 无 穷 远 处 。 
压强 为 
1 op 
»= 到 二 了 
式 中 po 为 无 穷 远 处 的 压强 。 
在 3.2 节 例 1 我 们 已 经 获得 
aB _ IB(Usr) _98 ,9U 98 ,Ar 3a@.30 a@ .aU 
PF 5 URtar 人 a Ua Uw-a0a UY” 
把 上 式 代 入 伯 努 利 方程 得 压强 
下 35 . 30U 
p= po— zp o( 器 a U "] 
1 ds ? z 
一: 页 -a + cos20 + pr vy 


圆柱 面 上 的 压强 为 


pl(r=a)= po— 0 (1 一 2cos20) 十 poae,。 外 


因为 Br,0) 一 一 U 和 cos Re 人 Ua? 上 ,所 以 有 


w =— Ua’ EL y= Im( Ua? 加 Ua: 本 
流 线 如 图 3. 3. 2 所 示 。 
【 例 5】 一 个 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 半径 为 a 的 固体 圆柱 作 二 维 无 旋 流 


动 , 无 穷 远 处 的 流体 以 匀速 度 U 流动 。 确 定 流体 速度 分 布 . 驻 点 位 置 和 压强 分 布 。 


解 : 如 图 3. 3. 3 所 示 , 取 平面 极 坐 标 系 (r,0) 的 原点 为 圆柱 中 心 ,无穷 远 处 的 流速 沿 x 


轴 方 向 ， 即 limv 一 一 U 一 e,Ucosb 一 eeoUsin0。 拉 普 拉 斯 方程 只 G=0 解 为 
$B(r.0) = >3 (Anr™ + Bar ™ )(C,cosmb 十 D, sinmb ) 


m 


得 
= = 腾 - 之 (Anmr™! — Bumr™! ) (Ccosm0 十 D,, sinmb ) 
w= 士 先 = 之 (Anr™ + Bar ™)(— Cmsinmd + Damceosmd ) 


图 3.3.2 流 线 图 图 3.3.3 圆柱 绕 流 
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利用 边界 条 件 w(r 一 a) 王 0， limv, =—=Ucos0, limve 二 一 Usin9 , 求 得 


2 2 
B70) U(r+ Jeo%0 G : 和 J “ee, 


2 2 
v= WW=e, 2 He a oul 所 ]eos aU (1 上 性 Jsing 
ar r 90 rr r 
驻 点 位 置 为 "一 a,0 一 0,r。 


压强 分 布 为 
i 2 p 1 Uz 人 每) cow0+ (1+ 疆 】 samg 
ge Pa "一 了 2 去 上 sin'0] 
柱 面 上 的 压强 为 p(r==a) 二 po 一 2pU? sin*0 


因为 mr:0=U[r 十 生 ]eos0=Re[o[ = 十 和】] ,所 以 有 
ww 一 dz=+ 生 )， y= Im[uf=+ 生 ]]= 吕 一生]sing 
流 线 如 图 3. 3.4 所 示 。 
【 例 6】 确定 在 一 个 角 内 的 不 可 压缩 流体 的 二 维 无 旋 运 动 ,该 角 由 两 个 相交 的 固体 平 
面 形成 。 


解 : 如 图 3. 3.5 所 示 , 取 角 的 顶点 为 直角 坐标 系 的 原点 ,z 轴 沿 其 中 的 一 个 固体 平面 。 


y 


= 和 0 
A 


0 x 
图 3.3.4 流 线 图 


图 3.3.5 和 角 内 的 二 维 无 旋 运 动 
流体 的 二 维 无 旋 流 动 满足 拉 普 拉 斯 方程 只 @G 王 0, 在 平面 极 坐标 系 (~,0) 里 成 为 
06105610o0 | 


Ei 
今 B(r,0) 二 R(r)B(0) ,代入 上 式 得 

dO_ ia 

7 129， 


G 一 Cacosh0 十 Disina0 


+ R=0, R~r, 


X= 土 A 
式 中 4 为 常数 ,由 边界 条 件 确定 。 所 以 解 为 


B70) = >) (Aar’ + Bair™) (Ccosad 十 Disin0) 
A 
式 中 ,A、Bi、C 和 了 ;为 常数 。 


边界 条 件 : 沿 固体 平面 的 流体 速度 的 法 向 分 量 为 零 , 即 
oD a 


a0 loo = a30 lo。 =0 
由 边界 条 件 得 
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nn 


C=0, sina=0, X= (n= 1,2,3,.) 
a 


另外 ,在 原点 , B 有限 ,给 出 Bi 二 0。 所 以 解 为 
$B(r,0) = Dar eos 
上 式 中 的 最 大 项 为 n==1 的 项 , 即 
zt 


GB(r,0) ST Airi cos 


相应 的 速度 为 w 位 TA cos 型 和 wo 位 Air sin 


a 


我 们 看 到 ,如 果 0 二 a<x, 在 原点 的 速度 为 零 ; 如 果 x 二 a<2x, 在 原点 的 速度 按 一 -1 趋 
于 无 穷 大 。 


既然 B(r,0) = Air’ cos 型 宝 AiRe(z* ), 所 以 有 


py Wp .ra 三 Arssin 亚 
【 例 7】 证 明 下 面 复 势 : 
w= ikln(z— zo)— ikln(a’/z— 2¢ ) 
描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 静止 的 圆柱 的 二 维 无 旋 流动 。 这 里 a 为 圆柱 半径 , « 为 实 
常数 ,zo 为 复 常 数 。 


证 : 流 函 数 为 
峭 一 (也 一 也 ”)/2i 
考虑 沿 圆周 x= 二 ae”, 复 势 为 
Ww(z = ae) 一 ikln(ae — z0) — ikln (ae®? — z0)" = ikln es et 
(ae”— 2z0) 


令 ae 一 ao 一 Aes ,这 里 A 和 6 均 为 实数 。 所 以 有 


这 
w(z 一 ae8) 一 icln 总 s5 =—2k6, W(z 一 ae2) 一 0 


我 们 看 到 , 沿 圆周 x 二 ae” 流 函数 为 常数 , 即 圆周 > 一 aez 为 一 流 线 ,因此 复 势 描述 的 是 不 可 压 
缩 理 想 流体 绕 一 圆柱 面 位 于 |x| = 二 a 的 静止 圆柱 的 二 维 无 旋 流动 。 

【 例 8】 证 明 下 面 复 势 : 
描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 静止 不 动 的 椭圆 柱 的 二 维 无 旋 流动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 匀 
速 吕 流动 。 这 里 U 与 x 轴 的 夹 角 为 a,a 和 2 为 椭圆 半 轴 。 


解 , 令 (二 vs 一作 二 全) 一 Aee, 这 里 A 和 8 均 为 实数 ,ww 可 写 为 


w= 3U (a + Ae + Ae*) 


解 得 


| 
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第 二 #0 (a + (A = 六 js 
我 们 看 到 ,y= 二 0, 要 求 A= 土 1, 即 
st VET ce 


atb 
解 为 
工 二 土 acos(B 十 a)， y 三 十 psin(8 十 c) 
得 
瑟 十 揪 一 1 
有 


4[ 到 + = -= 才 | 注 Va tr 


a b Q 十 0 


=- 计 


0 
在 无 穷 远 处 ,有 z 一 co， w>Ue wz ,一 iuy 一 Ue ,为 
均匀 流动 。 所 以 该 复 势 描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 静 
止 不 动 的 固体 椭圆 柱 的 二 维 无 旋 流 动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 
匀速 U 流动 ,如 图 3. 3. 6 所 示 。 > 
【 例 9】 同 例 8, 但 复 势 多 了 一 项 ln St V2 -et : 


atb 
为 实 常数 。 AAA - 
解 ; 椭圆 柱 面 为 | 二 一 十 扩 | 二 1, 在 椭圆 柱 面 上 图 3.3.6 理想 流体 对 椭 回 柱 
ee 的 二 维 无 旋 线 流 


wln (st 为 实 的 ,因此 


atb 
a a 
六 于 + 攻 1) 中 Q& 十/ 1] 9 
在 无 穷 远 处 ,有 > 一 cc， w>Ue “x, 为 均匀 流动 。 因 此 该 复 势 描述 的 是 不 可 压缩 理想 流 
体 绕 一 静止 不 动 的 固体 椭圆 柱 的 二 维 无 旋 流动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 均匀 速度 U 流动 。 


【 例 10】 证 明 复 势 ww 二 axUcoth 笃 描 述 的 是 , 半 无 限 不 可 不 缩 理想 流体 流 过 一 个 水 平 


固体 平面 并 且 绕 其 上 的 一 个 半径 为 a 的 固体 圆柱 的 二 维 无 旋 流 动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 匀速 
U 水 平流 动 ,如 图 3. 3. 7 所 示 。 计 算 水 平 固体 平面 及 圆柱 表面 上 流速 的 大 小 。 


解 : 令 z==x 十 iy,r 二 Vx’ 十 得 
w= B+iy= anUeoth| 


QaXt = | 
z+y 


当 y=0 或 - 结 一 于 时 ， 忆 为 实数 ,此 时 y=0. 因 此 流 线 y=0 由 y 一 0 和 国 周 -一 邓 


组 成 ,所 以 复 势 描述 的 是 半 无 限 不 可 压缩 理想 流体 流 过 一 个 固体 平面 y==0 并 且 绕 其 上 的 一 
个 半径 为 a 的 固体 圆柱 的 二 维 无 旋 流动 。 对 于 足够 大 的 |z| ,有 w= 二 Uz ,所 以 无 穷 远 处 的 流 
体 以 匀速 U 水 平流 动 , 坐 标 系 如 图 3. 3.8 所 示 。 
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y 
一 一 一 一 
Uv 
= = +H-a) = 
v 一 
x 


图 3.3.7 半 无 限 流体 对 圆柱 的 绕 流 图 3.3.8 坐标 系 
速度 大 小 为 
村 ( 哇 j( 哇 ) _ 2axU 1 
dz 八 dz 7 cosh (PE ]- (2 ) 
在 圆柱 面 到 一 2cy 上 有 
i az 
2y cosh’ 到 
在 水 平 固 体 平面 y==0 上 有 
了 Q2T2T7 
zx? sinh2 < 
习题 
3-3-1 考虑 一 排 位 于 实 轴 上 的 无 穷 多 个 点 涡 , 位 置 为 < 二 na (n 二 0, 士 1, 土 2,…), 在 
位 置 z= 二 na 处 的 点 涡 强 度 为 (一 1)"T,a 为 常数 ,了 为 实 常数 , 求 复 势 。 提 示 : 点 涡 分 布 等 价 


于 两 排 位 于 实 轴 上 的 无 穷 多 个 点 涡 , 其 中 一 排 位 置 为 < 二 na (n 二 0, 士 1, 士 2,…), 点 涡 强度 
均 为 一 厂 , 男 一 排 位 置 为 z==2an (2 一 0, 士 1, 士 2,…) ,点 涡 强 度 均 为 2T。 

3-3-2 一 个 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 固体 圆柱 作 二 维 无 旋 流动 ,无 穷 远 
处 的 流体 以 匀速 U 流动 。 平面 直角 坐标 系 的 原点 取 在 圆柱 对 称 轴 上 ,无 穷 远 处 的 流速 与 x 
轴 的 夹 角 为 a。(1) 确 定 流体 速度 和 压强 分 布 ; (2) 确 定 其 流 函 数 及 复 势 。 

3-3-3 证 明 下 面 复 势 

w= Bln(z—z)+Bln(a’/z— 2 ) 
描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 固体 圆柱 的 二 维 无 旋 流动 ,这 里 a 为 圆柱 半 
径 ,6 为 实 常数 ,zo 为 复 常数 。 
3-3-4 ”证 明 下 面 复 势 


w=U(zcosa—i V2 — a sina) 
描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 固体 平面 薄板 的 二 维 无 旋 流动 ,无 穷 远 处 的 
流体 以 匀速 U 流动 ,如 图 3. 3.9 所 示 。 这 里 U 与 x 轴 的 夹 角 为 a,2a 为 薄板 的 长 度 。 
3-3-5 已 知 复 势 
z = acoshw 
式 中 a 为 实 常 数 。 证 明 复 势 描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 穿 过 一 双 曲 线形 状 的 缝隙 的 二 维 无 
旋 流动 ,如 图 3. 3. 10 所 示 。 
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DE 


图 3.3.9 理想 流体 对 薄板 的 二 维 无 旋 绕 流 图 3.3.10 穿 过 缝隙 的 二 维 无 旋 流动 


3-3-6 已 知 复 势 
z 一 一 iccot 这 
式 中 cx 均 为 实 常数 。 证 明 流 函 数 由 下 式 给 出 : 
中 十 ccoth 生 ) + = (ceom 2] 


因此 复 势 描述 的 是 不 可 压缩 理想 流体 在 含有 一 个 固体 圆柱 的 圆 洞 内 的 二 维 无 旋 流动 ,如 
图 3.3. 11 所 示 。 圆 柱 面 为 


(+eeot 玖 ] +y 一 | |] 


圆 洞 面 为 


1 


图 3.3.11 圆 洞 内 的 二 维 无 旋 流 动 
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里 内 和 几 分别 为 圆柱 面 上 和 圆 洞 面 上 的 流 函 数 的 值 , 且 | 内 | 二 | 央 | 。 提 示 : 使 用 数学 
式 


六 降 


cos(a tib) = cosacos(ib) 一 sinasin(ib) = cosacoshb — isinasinhb 


sin(a + ib) = sinacos(ib) + cosasin(ib) = sinacoshb + icosasinhbp 


式 中 < 为 实数 。 


3.4 达 朗 贝尔 伴 雇 


图 3.4.1 达 朗 贝尔 (J. le R. D'Alembert,1717 一 1783) 


3.4.1 不 可 压缩 理想 流体 的 功能 原理 


1. 整个 不 可 压缩 理想 流体 的 功能 原理 
我 们 在 2. 7 节 获 得 了 不 可 压缩 理想 流体 的 任 一 部 分 的 功能 原理 : 在 惯性 参考 系 中 ,施加 于 
不 可 压缩 理想 流体 的 任 一 部 分 的 表面 上 的 力 所 做 的 总 功 等 于 其 机 械 能 的 增 量 , 即 式 (2.7-14) : 
a (3 + ja =- 中 po .ds 


dt Jveo SCO) 
式 中 V(O 和 SCO 分 别 为 运动 流体 的 任 一 部 分 的 体积 和 表面 。 
考虑 有 NN 个 固体 在 不 可 压缩 理想 流体 中 作 平 动 的 情形 。 设 在 除 N 个 固体 表面 以 外 的 
流体 边界 上 流体 静止 不 动 。 设 固体 i 的 运动 速度 为 U; ,现在 我 们 把 式 (2.7-14) 应 用 于 整个 
流体 ,把 VC 和 S(7) 分 别 取 为 流体 的 全 部 体积 和 全 部 表面 。 流 体 的 全 部 表面 由 边界 表面 和 
与 N 个 固体 接触 的 表面 组 成 。 在 流体 边界 上 流体 速度 的 法 向 分 量 为 零 ,施加 在 流体 边界 表 
面 上 的 力 不 做 功 。 所 以 施加 在 流体 的 全 部 表面 上 的 力 所 做 的 总 功 等 于 这 N 个 固体 施加 在 
运动 流体 的 表面 上 的 力 所 做 的 总 功 , 即 
一 力 mwm。dS 一 一 > 攻 piv: * dS; 一 一 > pivindS; (3.4-1) 


SCD 0D 
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式 中 A;(7) 为 固体 i 的 表面 ,注意 这 里 dS; 的 方向 是 从 流体 指向 固体 i 内 部 。 由 于 在 运动 固 
体 表面 上 的 流体 速度 的 法 向 分 量 必须 等 于 固体 表面 的 速度 的 法 向 分 量 , 即 vi 二 Ui ,并 注 
意 到 固体 作 平 动 时 其 所 有 质点 的 速度 相同 ,因此 式 (3.4-1) 可 以 写成 


人 N N 
ED ords = > 中 uids 
py da, 


SD (DD 
N 
= 一 > Di 
1 


式 中 已 一 中 访 d8 为 流体 施加 在 固体 i 上 的 合力 。 
把 式 (3.4-2) 代 入 式 (2.7-14) 得 


N 
pidS; 一 一 >) FU; (3.4-2) 
证 1 


AilD 


N 
LEP +E?]=— > FU; (3.4-3) 
1 一 1 


式 中 ,EB 一 | evay 和 E8 二 |p?EdV 分 别 为 流体 的 总 动能 和 总 势能 ,上 标 f 表 示 


流体 (fluid) 。Ef 十 Et? 为 不 可 压缩 理想 流体 的 总 机 械 能 。 
我 们 获得 整个 不 可 压缩 理想 流体 的 功能 原理 : 在 惯性 参考 系 中 ,在 不 可 压缩 理想 流体 
中 运动 的 所 有 固体 对 流体 施加 的 力 所 做 的 总 功 等 于 不 可 压缩 理想 流体 的 总 机 械 能 的 增 量 。 


2. 由 若干 固体 和 浆 个 不 可 扑 缩 理想 流体 组 成 的 系统 的 功能 原理 

如 果园 体 ;受到 除 保守 外 力 以 外 的 其 他 外 力 7&. 作 用 ,由 于 固体 ; 作 平 动 ,固体 ? 上 的 
所 有 质点 的 位 移 ,速度 和 加 速度 都 相同 ,因此 可 以 把 它 的 平 动 简化 成 一 个 质点 的 运动 ,牛顿 
第 二 定律 成 立 ,其 动力 学 方程 为 

a | ep EdV = mf 

式 中 ,oY wn? 和 VS 分 别 为 固体 ; 的 密度 ,质量 和 体积 ,上 标 s 表示 固体 (solid)。 

外 力 势 三 与 时 间 无 关 , 满 足 式 (2. 7-6), 即 乱 一 (YE)。 把 U 点 乘 式 (3. 4-4) 两 边 ， 
然后 对 所 有 固体 求 和 ,并 使 用 式 (3. 4-3) 和 式 (2.7-6) ,得 


N 
LE HE® +E®+ES]= /fe U, (3.4-5) 
i=1 


» dU: 
i (3.4-4) 


式 中 ,ER 二 二 DmPU? 和 EP = 沁 | .opsdv 分 别 为 所 有 固体 的 总 动能 和 总 势能 。 


EW 十 Eo? 十 Et? 十 Eo” 为 所 有 固体 和 整个 不 可 压缩 理想 流体 所 组 成 的 系统 的 总 机 械 
能 。 我 们 获得 由 所 有 固体 和 整个 不 可 压缩 理想 流体 所 组 成 的 系统 的 功能 原理 : 在 惯性 参考 
系 中 ,所 有 固体 所 受到 的 除 保守 外 力 以 外 的 其 他 外 力 所 做 的 总 功 等 于 所 有 固体 和 整个 不 可 
压缩 理想 流体 所 组 成 的 系统 的 总 机 械 能 的 增 量 。 


3.4.2 达 朗 贝尔 伴 廖 

1 只 有 一 个 固体 的 情形 

考虑 只 有 一 个 固体 的 特殊 情形 。 整 个 不 可 压缩 理想 流体 的 功能 原理 方程 (3. 4-3) 化 为 
ELE 十 Eee] 一 一 下 -了 (3.4-6) 
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式 中 ,EP 二 | 二 6?wdV 和 EW 一 |， we say 分 别 为 流体 的 总 动能 和 总 势能 , 下 一 中 Pds 
VD VD A 


为 流体 施加 在 固体 上 的 合力 ,A 为 固体 表面 ,注意 这 里 dS 的 方向 是 从 流体 指向 固体 内 部 。 
固体 的 动力 学 方程 (3. 4-4) 化 为 


了 再 -| pm VEdV =m 
V 


式 中 ,po wm 和 V 分 别 为 固体 的 密度 、 质 量 和 体积 ，f 为 固体 受到 的 除 保守 外 力 以 外 的 
其 他 外 力 。 
若干 个 固体 和 整个 不 可 压缩 理想 流体 所 组 成 的 系统 的 功能 原理 方程 (3. 4-5) 化 为 


ELE? 十 区 十 BE +E®]= /f°U (3.4-8) 


©® dU (3.4-7) 


式 中 EP 一 地 m9U? 和 EM 二 | pay 分 别 为 该 国体 的 动能 和 势能 。 


2. 达 朗 贝尔 伴 廖 
现在 考虑 该 固体 在 无 穷 大 的 不 可 压缩 理想 流体 中 作 匀 速 直 线 运动 而 且 外 力 不 存 在 的 特 
殊 情 形 , 式 (3.4-6) 化 为 


— FU C3..4-9) 


在 3. 2 节 我 们 已 经 指出 ,如 果 一 个 固体 在 流体 中 运动 ,固体 周围 的 流体 作 无 旋 运 动 , 那 
么 流体 的 流动 由 8 二 0 确定 。 我 们 把 坐标 系 取 在 固体 的 瞬时 位 置 上 ,其 解 为 


oo 上 
Blr.0.9) = 3 3 (Ar 十 了 Bar )e”™?Pr (cos0) 


1 一 0 mm 一 一 


式 中 ,Am 和 Bi 为 常数 ,PY (cos0) 为 缔 合 勒 让 德 函 数 。 
固体 表面 的 流体 速度 边界 条 件 为 式 (3. 2-4), 即 
0 


vn |s = EF |s = weldan |s 


如 果 流 体 无 限 大 ,无 穷 远 处 流体 速度 为 零 , 即 v(r 一 吕 ) 二 0, 给 出 A 二 0。 上 式 化 为 


Dlr,0,9) = 3 DBiar- er Pr (cosb) 


式 中 Bi 由 固体 表面 的 流体 速度 边界 条 件 式 (3.2-4) 确 定 。 我 们 看 到 ,任意 时 刻 流体 的 速 
度 分 布 v(r,0,g) 只 依赖 于 该 时 刻 固 体 的 运动 速度 ,因此 流体 的 总 动能 也 只 依赖 于 该 时 刻 
固体 的 运动 速度 。 如 果 固 体 作 匀速 直线 运动 ,流体 的 总 动能 是 一 个 常数 , 即 Ex? 一 const， 
式 (3. 4-9) 化 为 


dd 地 
dt 


上 式 对 任意 的 U 都 成 立 ,那么 必然 有 


=—F.U=0 (3.4-10) 


F=0 (3.4-11) 

这 就 是 达 朗 贝尔 伴 廖 : 如 果 一 个 固体 在 无 穷 大 的 不 可 压缩 理想 流体 中 作 勾 速 直 线 运 

动 , 固 体 周围 的 流体 作 无 旋 运 动 , 且 在 无 穷 远 处 的 流体 静止 ,不 考虑 外 力 ,那么 流体 对 固体 表 
面 所 施加 的 合力 为 零 。 

出 现 达 朗 贝 尔 伴 雇 的 条 件 : @ 无 外 力 , 理 想 流 体 作 无 旋 运 动 ; @ 流 体 不 可 压缩 ; @ 流 体 
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体积 为 无 穷 大 ; 田 只 有 一 个 固体 ; 回 固 体 作 匀 速 直 线 运动 。 

达 朗 贝尔 伴 雇 的 解释 : 如 果 一 个 固体 在 无 穷 大 的 不 可 压缩 理想 流体 中 作 匀 速 直线 运 
动 , 且 在 无 穷 远 处 的 流体 静止 ,固体 周围 的 流体 作 无 旋 运 动 ,那么 整个 流体 的 动能 与 固体 的 
位 置 无 关 , 只 与 固体 的 速度 值 有 关 ,为 常数 。 从 式 (2.7-15) 我 们 知道 ,不 可 压缩 理想 流体 的 
每 一 部 分 的 内 能 不 因 其 在 空间 内 移动 位 置 而 改变 。 因 此 整个 流体 的 内 能 为 常数 。 由 于 没有 
外 力 场 , 整 个 流体 的 能 量 为 常数 。 如 果 流 体 对 固体 表面 所 施加 的 合力 不 为 零 ,那么 流体 会 对 
国体 不 断 做 功 ,根据 能 量 守恒 定律 ,整个 流体 的 能 量 会 不 断 变 化 。 既 然 整个 流体 的 能 量 为 常 
数 ,那么 流体 对 固体 表面 所 施加 的 合力 必须 为 零 。 


3.4.3 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 的 一 个 固体 球 的 动力 学 方程 

一 个 半径 为 a 的 固体 球 在 不 可 压缩 理想 流体 中 以 速度 U 运动 , 球 周 围 的 流体 作 无 旋 流 
动 ,无穷 远 处 的 流体 静止 不 动 。 现 在 计算 作用 在 球 上 的 合力 。 

1. 方法 1 

通过 计算 流体 的 总 动能 求 流体 作用 在 球 上 的 合力 。 

在 3.2 节 的 例 1 我 们 已 求 得 


3 3 
v= eU 人 Scos0+ es LsUsing 
r 27 


流体 的 总 动能 为 
Fo = ax | dr’ [ (USeow) 和牛 (vsin0) ] 于 pos 
把 上 式 代 入 式 (3.4-6) 得 


dE® 
dt 


,1 = 2 .dU 
voy 3 4 了 dt 
得 
__ 2x dU 
” 37° dt 


(3.4-12) 
2. 方法 2 
通过 计算 球 表面 上 的 压强 求 流体 作用 在 球 上 的 合力 。 
在 3.2 节 的 例 1 中 我 们 已 求 得 球 表面 上 的 压强 
EN BU? (9 cos’0 5)+ 
所 以 流体 作用 在 球 上 的 合力 为 


2r x 
EF = 一 | dp| [plr = a)cos0]a’singd0 一 一 pas 5 


FE: =—— | dy [ [plr = a)sinfcosgl]a’singd0 = 0 
0 0 


有 =—| dp rc = a)sinbsinp]azsingd0 = 0 
写成 矢量 得 式 (3. 4-12) 。 
把 式 (3.4-12) 代 入 式 (3.4-7) 得 
2x ys 


Je 一 | om WEdV = Ch 二 (3.4-13) 
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我 们 看 到 ,由 于 流体 的 存在 , 球 的 有 效 质量 从 mS 增加 到 me 十 7 2 一 到 pu , 称 为 附加 


质量 。 

【 例 1】 一 个 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 半径 为 a 的 固体 球 作 无 旋 运 动 ,无 
穷 远 处 的 流体 以 匀速 U 流动 , 求 流体 作用 在 球 上 的 合力 。 

解 : 在 3.2 节 的 例 2 我们 已 求 得 球 表面 上 的 压强 


pl(r=a)= po— 站 sin20 
所 以 流体 作用 在 小 球 上 的 合力 分 量 为 
下。 = 一 六 ar 『 [plr = a)cosO]a’sin0d0 = 0 


2x x 
下。 =-| dp| [plr = a)singcosg]a’singd0 = 0 
0 0 


F, =— [ap 人 [pl(r = a)sin0sing]a’sin0d0 = 0 
流体 作用 在 球 上 的 合力 为 零 。 


3.4.4 在 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 的 一 个 固体 圆柱 的 动力 学 方程 


一 个 半径 为 a 的 固体 圆柱 在 不 可 压缩 理想 流体 中 以 速度 U 运动 ,无 穷 远 处 的 流体 静止 
不 动 。 圆 柱 周围 的 流体 作 二 维 无 旋 流 动 。 现 在 计算 流体 作用 在 圆柱 上 的 合力 
在 3.3 节 的 例 4 中 我 们 已 求 得 圆柱 表面 上 的 压强 


pl(r=a)= po— 0 (1 — 2c0s20)+ pae, * 
所 以 流体 作用 在 单位 长 度 圆 柱 上 的 合力 为 


dU 
dr 


2r 2x 
F, -| [plr = a)cos0]ad0 wpa? 9 ， Ws | [pl(r = a)sin0]Jad0 = 0 
0 0 
写成 矢量 
一 2 dU - 
F 一 一 roa (3.4-14) 
把 上 式 代 入 式 (3. 4-7) 得 
/| ,PR VBdV = (m™® +xpa’) 时 (3.4-15) 


式 中 ,me 为 单位 长 度 回 柱 的 质 量 。 我 们 看 到 ,由 于 流体 的 存在 ,单位 长 度 圆柱 的 有 效 质量 
从 mS 增加 到 mS 十 mm 三 xpa? , 称 为 附加 质量 。 
【 例 2】 一 个 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 半径 为 a 的 固体 圆柱 作 二 维 无 旋 流 
动 , 无 穷 远 处 的 流体 以 匀速 U 流动 , 求 流体 作用 在 圆柱 上 的 合力 。 
解 : 在 3.3 节 的 例 5 中 我 们 已 求 得 圆柱 表面 上 的 压强 
plr=a) 一 加 一 2oU2 sin20 
所 以 流体 作用 在 单位 长 度 圆柱 上 的 合力 为 


F, = 六 rc 一 a)cos0]Jad0=0 


2x 
到 =-| [2(Cr 王 a)sin0l]ad0 王 0 
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【 例 3】 接 3.3 节 的 例 10, 计 算 流 体 对 圆柱 所 施加 的 合力 。 
解 : 如 图 3. 4. 2 所 示 , z 王 acosb,y 一 a(1 十 sin0) 。 


由 3. 3 节 例 10 结果 得 圆柱 面 上 的 速度 和 压强 为 P+0-0 -0 
jy anxU AU === 已 
2y cosh? 二 2(1 十 sing)cosh2 a7 v= 而 
p = po — 00 人 
单位 长 度 圆柱 面 上 的 一 面 元 所 受 力 为 相生 人 本人 本 全 几 汪 人 


dF, =— apcos0d0, dF, = 一 asin0d0 
积分 得 流体 对 单位 长 度 圆 柱 面 所 施加 的 合力 为 
本 三 三 下 peosbd0 = 于 oza 网 cosb d0 


nh ncos0 
(1 十 sin0)”cosh 201 + sing) 


0 


”2(1 十 sin0) 
我 们 看 到 , 半 无 限 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 圆柱 作 无 旋 流动 ,流体 对 圆柱 施加 的 合力 不 为 
零 。 这 并 不 与 达 朗 贝尔 伴 廖 矛盾 。 达 朗 贝尔 伴 廖 出 现 的 条 件 之 一 是 : 不 可 压缩 理想 流体 必 
须 是 无 限 大 的 。 


习题 


3-4-1 一 个 半径 为 a 的 固体 圆柱 在 不 可 压缩 理想 流体 中 以 速度 U 运动 ,无 穷 远 处 的 
流体 静止 不 动 。 圆 柱 周围 的 流体 作 二 维 无 旋 流 动 。 通 过 计算 流体 的 总 动能 求 流体 作用 在 单 
位 长 度 圆柱 上 的 合力 。 

3-4-2 一 个 质量 为 、 半 径 为 a 的 圆 球 在 线性 回复 力 了 一 一 Arzez(A 为 劲 度 系数 ) 作 用 
下 在 密度 为 p 的 不 可 压缩 理想 流体 中 运动 ,无 穷 远 处 的 流体 静止 不 动 。 圆 球 周围 的 流体 作 


无 旋 流 动 。 证 明 圆 球 作 简 谐振 荡 运 动 ,振荡 圆 频 率 为 w 一 一 3 
7 十 二 as 
3 


3-4-3 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 圆柱 作 定常 二 维 无 旋 流 动 。 圆 柱 的 柱 面 
为 |x| = 一 < ,无 穷 远 处 的 流速 与 zx 轴 的 夹 角 为 , 复 势 为 


oe 
w =U(<e Fe ji 了 
式 中 ,x 为 实 常数 , a 为 圆柱 半径 。 证 明 圆 柱 面 上 的 压强 为 
pl(r=a)= po yeU° [2+ 的 2cos2(0— a)+ 4 sin(0 o)] 
流体 作用 在 单位 长 度 圆柱 上 的 合力 分 量 为 
Fs -三 [P(r = a)cosO]lad0 三 一 2rokcUsina 


2 
F, =-| [pr 三 wa)sin0]adb = 2rocUcosa 
0 
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3-4-4 参考 习题 3-3-4, 证 明 薄 板 面 上 的 压强 为 


pl(r)= po 一 到 sw- a™) 
式 中 po 为 常数 。 流 体 作 用 在 薄板 上 的 合力 为 零 。 


3.5 布 拉 休 斯 定理 


前 面 几 节 我 们 用 伯 努 利 方程 已 经 计算 过 作 无 旋 流动 的 流体 中 固体 的 受 力 , 方 法 是 通过 
计算 固体 表面 的 压强 ,然后 把 所 有 表面 面 元 上 的 压力 加 起 来 。 由 于 此 方法 依赖 于 固体 表面 
的 形状 ,一般 情况 下 计算 很 复杂 。 本 节 我 们 要 计算 作 二 维 无 旋 流动 的 流体 中 的 静止 柱 体 的 
受 力 , 由 于 在 静止 柱 体 的 表面 流 函 数 为 常数 ,可 以 把 流体 对 静止 柱 体 所 施加 的 合力 和 合力 矩 
表示 为 柱 体 横 截面 的 周 线 的 回路 积分 ,这 就 是 布 拉 休 斯 定理 。 为 了 计算 回路 积分 ,我 们 注意 
到 ,w 除了 若干 奇 点 外 是 复 变 量 z 二 x 十 iy 二 re? 的 解析 函数 ,满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,可 以 利用 
复 变 函数 理论 的 留 数 定理 来 计算 。 


3.5.1 布 拉 休 斯 定理 的 推导 


布 拉 休 斯 (Blasius) 定 理 : 一 个 柱 体 在 流体 中 静止 不 动 , 柱 体 周围 的 流体 绕 柱 体 作 定常 的 
二 维 无 旋 流动 ,其 复 势 为 ww, 忽 略 外 力 , 证 明 流体 作用 在 单位 长 度 柱 体 上 的 合力 和 合力 矩 分 别 为 


,\2 
0 (向 ) dz oi 


= -eh ( 坚 ) dz] (9062) 


式 中 积分 路 径 C 为 柱 体 横 截面 的 周 线 。 
证 : 如 图 3. 5. 1 所 示 ,考虑 柱 体 横 截 面 的 周 线 上 的 一 微 


段 ,长 度 为 dl 二 V(dr) "十 (dy)”, 有 人 -上 
dF = pdl, dF,=—pdy, dF,= pdr dr. dF 
dM = zdF,— ydF, = p(xdr+t ydy) 

得 图 3.5.1 柱 体 表面 受 力 分 析 


d(F,—iF,)=—ipdz", dM = Re(pzdz" ) 
由 伯 努 利 方程 得 


让 1 dw dw"* 
P= 2 名 2 dz dz 


式 中 po 为 一 常数 ,对 合力 和 合力 矩 没 有 贡献 ,可 以 略 去 ,得 


d(F, —iF,)= tip Medw: ， dM 一 Re 人 一 了 dw ) 
在 柱 体 横 截 面 的 周 线 C 上, 流 函数 为 常数 , 即 y= 二 const, dw 二 dB 二 dw" ,所 以 有 


d(F, —iF,)= $i (各 ) de, dM = Re[— 二 ee ( 坚 ) «<] 


定理 得 证 。 
为 了 更 好 地 应 用 布 拉 休 斯 定理 ,以 下 我 们 简短 回忆 一 下 复 变 函数 理论 的 柯 西 定理 和 留 
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数 定理 5 。 
3.5.2 柯 西 定理 


1. 单 连通 区 域 

由 于 解析 函数 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 很 容易 得 到 如 下 单 连 通 区 域 的 柯 西 定理 : 闭合 单 连 
通 区 域内 的 解析 函数 沿 任意 回路 的 积分 恒 为 零 。 

2. 复 连通 区 域 

对 于 复 连通 区 域 , 作 割 线 把 内 外 境界 线 连接 起 来 ,这 样 复 连 通 区 域 变 为 单 连通 区 域 , 单 
连通 区 域 的 柯 西 定理 成 立 。 由 于 沿 割 线 的 积分 之 和 恒 为 零 ,我 们 得 到 复 连通 区 域 的 柯 西 定 
理 : 闭合 复 连通 区 域内 的 解析 函数 沿 外 境界 线 逆 时 针 方 向 积分 等 于 沿 所 有 内 境界 线 逆 时 针 


方向 积分 之 和 。 
根据 柯 西 定理 ,如 果 在 柱 面 之 外 复 速度 的 平方 (dww/dz)* 没有 奇 点 ,积分 路 径 可 选 为 柱 
面 之 外 的 任意 的 围 线 尺 , 即 
Ab 
3.5.3 留 数 定理 


很 容易 计算 如 下 回路 积分 (回路 包围 a): 
中 (z 一 a)"dz = 2ri0。 


由 此 得 到 留 数 定理 : 如 果 f(z) 在 回路 /包围 的 区 域内 只 存在 有 限 个 孤立 奇 点 b1 ,bs，…,b,， 
那么 f(z) 的 回路 积分 等 于 它 在 回路 内 各 奇 点 的 留 数 之 和 , 即 
EE = 2ri DRes(b,) 

式 中 ,Res(b; ) 为 在 奇 点 5; 的 留 数 ,通过 把 函数 f(z) 在 以 奇 点 5; 为 圆心 的 圆周 内 展开 为 罗 
朗 (Laurent) 级 数 , 取 它 的 负 一 次 寡 项 的 系数 即 可 得 到 。 

式 (3.5-1) 和 式 (3.5-2) 中 积分 的 计算 可 以 使 用 留 数 定理 。 

【 例 1】 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 圆柱 面 位 于 |z| =a 的 静止 圆柱 作 二 维 无 旋 流动 ,已 知 
复 势 为 


2 
直 宇 ul[z=+ 气 ;天 m 三 
a 


z 2r 
式 中 ,a 为 圆柱 半径 ,U、K 为 实 常数 。 用 布 拉 休 斯 定理 计算 流体 作用 在 单位 长 度 圆 柱 上 的 
合力 和 合力 矩 。 
解 : 把 所 给 zw 代入 式 (3.5-1) 和 式 (3. 5-2) ,并 使 用 留 数 定理 得 
和 二 之 下 这 下 
Sp $ [cl 和) ze] 


lio RU a i:( 0 ] g 
zp [5 t |] 2 io2ri DR ioUK 


2rzx 
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Wm le | 
Re 全 吉 业 [作息 -于 二 一] 
Re | £ 20e]]=。 


【 例 2】 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 圆柱 面 位 于 |>| 二 a 的 静止 圆柱 作 二 维 无 旋 流 动 ,已 知 
复 势 为 


w= ikln(z— zo)— ikln(a’/z— xz¢ ) 
式 中 ,a 为 圆柱 半径 , «为 实 常数 ,zo 为 复 常 数 , 且 |xu | >。 用 布 拉 休 斯 定理 计算 流体 作用 
在 单位 长 度 圆 柱 上 的 合力 和 合力 矩 。 


解 : 将 复 势 改写 为 
也 一 ixlnz 十 ikln(z 一 zo) 一 iln(z 一 az/zg )— ikln(— 2z¢ ) 
得 
dw ix ik ix 
dz 过 十 二 z—a/w 


在 圆周 |=| = 内 ( 筷 】 的 奇 点 为 ==0 及 = 一/ 才 ,由 于 


dw | 1 1 ) 1 E 1 Wi 
( 滞 ) 2 z\z—z zz—a’/zo ED 四 | 


各 自 的 留 数 为 ze (= ,2c (Ft ,所 以 


zo 一 42/z0 名 /如 一 总 


a 1 1 i | 1 
下 一 证 > 2ri zip| 2w2 (去 = 2x? (a i ] 


1 蕊 
wr [本 二 元 | 
TOK 二 


| 六 
Fs 一 证， 2rokze “ (去 十 元 】 


- -2rokz[ 工 + 一 1 ) 
F 一 一 2rpok (六 + ro 


在 圆周 |z| =a 内 < [ 各 】 的 奇 点 为 <=0 及 a*/si ,由 于 


<[( 译 ] “ +2er dr (Fs +o) [一 ee x 
各 自 的 留 数 为 一 2x (a? /2 ) (2 1 一) ,一 六 :所 以 


十 天 7 下 = 
1 
rr 


AM Re| 2ri30| 2x? + 2e Cat/ )( 


2 
= Rel inoe2 二 二 0 
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【 例 3 


力矩 。 
解 : 已 知 


视 壮 #0+o| 


接 3. 3 节 例 8, 用 布 拉 休 斯 定理 计算 流体 作用 在 单位 长 度 椭圆 柱 上 的 合力 和 合 


ee (z+ V2 —aiitr), atb | 
QT 十 DO e*(z 十 /= + ) 


因为 在 柱 面 之 外 复 速度 的 平方 (dw/dz)* 没有 奇 点 ,所 以 积分 路 径 可 选 为 柱 面 之 外 任意 的 
围 线 。 现 在 我 们 把 积分 路 径 选 为 柱 面 之 外 的 非常 大 的 围 线 C- ,把 复 势 作 罗 朗 展 开 , 得 


| (= 2)e “十 (a+ oe 站 …] 


w(z— °°) U[e™ 有 


这 样 就 可 以 使 用 留 数 定理 ,积分 变 为 


省 和 2 
二 二 远 一 立 i 中 (ee) FE 


【 例 4 


= 中 二 
下 [s 十 ] =0 


一 Re| 一 二 中 [ 肥 (一 到 一 (Q& 十 0)2zez 十 “] 志 


二 ‘4 二 
=Re| 5pU [= 2 只 ]d] 


1 一 尾 十 久 )e2 十 0 
Re| SoU (27i) [ t= py 二 (& 十 0) ]} 
一 一 到 moU2 (az — 0b? )sin2a 


接 例 3, 复 势 多 了 一 项 wln (St ee) 为 实 常数 。 


解 : 因为 在 柱 面 外 复 速度 的 平方 (dw/dz)* 没有 奇 点 ,积分 路 径 为 柱 面 外 任意 的 围 线 。 
现在 我 们 取 积 分 路 径 为 柱 面 外 非常 大 的 围 线 C- ,把 复 速度 作 罗 朗 展开 ,得 


U(—a’+b)e "十 U (at+b)’e” J 
4z” 


dw _rr_a! i 
a Ue™+ 


这 样 就 可 以 使 用 留 数 定理 ,积分 变 为 


二 =Jio 中 Ea 
Eb iF, 一 ip 知 ( 泽 dz 


和 二 2 -| ip 
=Jio 中 [ce | 有 二 这 5 Et , “] 


一 二 io(2xi)2ixUe 一 一 2rpUice 
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4 4z? 


=-Re 人 -下 _ [= | 六 (一 于 十 六 Je 十 (a 十 De 可 本 
C. 


2 
(一 +)ew 十 (a 二 6)* 十 任 | 
(ns 叶 | 


1 
ee| 2pU | 2z 


2 
i {= 站 je + a +b)* 十 在 
| 5 | 


一 一 半 xoU (@ — 0b? )sin2a 


习题 

3-5-1 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 圆柱 作 定常 二 维 无 旋 流 动 。 圆 柱 的 柱 面 
为 |z| =w ,无 穷 远 处 的 流速 与 工 轴 的 夹 角 为 ,已 知 复 势 为 
Kj 
2r a 
式 中 U.K 为 实 常数 。 用 布 拉 休 斯 定理 计算 流体 作用 在 单位 长 度 圆 柱 上 的 合力 和 合力 矩 。 

3-5-2 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 个 静止 不 动 的 圆柱 作 定常 二 维 无 旋 流 动 。 圆 柱 的 柱 面 
为 |z| =w ,无 穷 远 处 的 流速 与 工 轴 的 夹 角 为 ,已 知 复 势 为 

也 一 U 人 ze 十 Cer)+ ixln(z— zo0)— ikln(a’/z— zo ) 

式 中 ,Ux 为 实 常 数 , zo 为 复 常 数 , 且 |x| 二 ax。 用 布 拉 休 斯 定 理 计算 流体 作用 在 圆柱 上 的 
合力 和 合力 矩 。 

3-5-3 不 可 压缩 理想 流体 绕 一 柱 面 位 于 |z| 二 a 的 静止 圆柱 作 定常 二 维 无 旋 流 动 。 已 
知 复 势 为 


2 
wuUlze*+se] i 


w= Bln(z— zo0)+Bln(a’/z— zo 
式 中 ,a 为 圆柱 半径 ,6B 为 实 常数 ,zo 为 复 常数 且 |zo | >xa。 用 布 拉 休 斯 定理 计算 流体 作用 在 
单位 长 度 圆 柱 上 的 合力 和 合力 矩 。 
3-5-4 接 习 题 3-3-6, 证 明 
do ix ix 
de 一人 十 
用 布 拉 休 斯 定 理 计算 流体 作用 在 单位 长 度 圆 柱 上 的 合力 和 合力 矩 。 


3.6 二 维 机 讽 升 力 理论 


本 节 研 究 的 二 维 机 辟 指 的 是 无 穷 长 的 横 截 面 不 变 的 固体 柱 体 ,其 周围 的 气体 在 垂直 于 
柱 体 轴 的 平面 内 围绕 柱 体 作 二 维 无 旋 流 动 。 实 际 机 辟 不 会 无 穷 长 ,因而 其 周围 的 气体 当然 
不 会 作 二 维 流动 。 二 维 机 翼 是 一 个 理想 模型 , 那 我 们 为 什么 还 要 研究 二 维 机 辟 的 升力 呢 ? 


T 
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原因 是 于 绕 二 维 机 翼 的 气体 作 二 维 无 旋 流 动 , 这 样 就 能 够 使 用 复 变 函数 理论 来 研究 机 愤 的 
升力 ,数学 上 特别 简单 ,结果 特别 优美 ,而 且 有 助 于 理解 实际 机 辟 的 升力 。 二 维 机 可 的 横 截 
面 的 周 线形 状 称 为 又 型 。 


3.6.1 牛顿 阻力 模型 


在 1687 年 出 版 的 划时代 的 著作 (自然 哲学 的 数学 原理 ) 里 ,牛顿 研究 了 在 流体 中 运动 的 
物体 所 受 的 阻力 。 牛 顿 把 流体 看 成 由 没有 相互 作用 的 粒子 组 成 , 当 流 体 打 在 物体 表面 上 时 ， 
法 线 方向 动量 消失 ,切线 方向 动量 不 变 。 牛 顿 得 到 阻力 与 流体 密度 、 物 体 表 面 面 积 、 运 动 速 
度 的 平方 ,以 及 物体 表面 相对 来 流 方向 的 夹 角 的 正弦 的 平方 成 正比 的 关系 。 见 例 1。 

【 例 1】 有 一 面积 为 S 的 固体 平面 薄板 静止 于 空中 ,有 均匀 风 吹 过 ,薄板 与 风速 U 的 夹 
角 为 a, 空气 碰 到 薄板 后 沿 薄 板 平面 方向 四 周 散 开 。 已 知 空 气 密度 为 p, 求 薄板 受到 的 压力 。 


解 ; 空气 磁 到 薄板 后 ,其 法 线 方向 动量 消失 ， 
切线 方向 动量 不 变 ,因此 碰撞 时 空气 在 薄板 平面 和 NA 从 
F 
F 


~ 
内 不 受 力 , 只 在 平面 的 法 线 方向 受 力 。 空 气 碰 到 “ 四 
注 板 后 的 速度 Di 一 Ucosa。 es 
如 图 3. 6. 1 所 示 , 以 薄板 平面 为 底 ,Udi 为 余 图 3.6.1 薄板 受到 的 压力 


高 , 作 一 斜 柱 体 元 , 则 在 di 时 间 内 该 斜 柱 体 元 内 
的 空气 将 与 薄板 发 生 碰 撞 ,根据 动量 定理 ,空气 获得 的 冲 量 等 于 其 动量 的 增 量 , 即 
Fdt= dm* AU 
式 中 ,FF 为 薄板 给 予 空气 的 力 , 方 向 沿 薄 板 平面 的 法 线 方向 ,dm 三 pdV 三 pSUdisina 为 斜 柱 体 
元 内 的 空气 质量 ,dV 为 斜 柱 体 元 的 体积 , | AU | =Usina 一 0。 
由 上 式 得 
F'dt = pSUsinadt » (Usina —0) 
化 简 得 
F’ = pSU? sin?a 
根据 牛顿 第 三 定律 , F" 与 薄板 受到 的 压力 F 大 小 相等 ,方向 相反 。 
对 于 普通 流动 ,牛顿 模型 预言 的 结果 误差 很 大 。 但 对 于 高 超声 速 流动 ,牛顿 模型 预言 的 
结果 与 实际 结果 符合 得 很 好 。 


3.6.2 马 格 纳 斯 效应 


为 了 明白 什么 是 马 格 纳 斯 效应 ,我 们 来 看 一 个 风 洞 实验 : 如 图 3. 6.2 所 示 ,把 一 个 由 小 
电机 驱动 的 旋转 圆柱 竖 直 安装 在 一 个 沿 水 平 轨道 行驶 的 小 车 上 , 取 > 轴 沿 轨道 方向 , 取 * 轴 
沿 竖 直 向 上 方向 ,风速 方向 平行 于 工 轴 。 

实验 结果 如 下 。 

(1) 如 圆柱 绕 轴 旋转 ,但 没有 风 , 则 小 车 不 动 , 说 明 圆 柱 在 y 轴 方 向 上 没有 受到 力 的 作用 。 

(2) 如 有 风 , 但 圆柱 不 绕 轴 旋转 , 则 小 车 不 动 ,说 明 圆 柱 在 y 轴 方 向 上 没有 受到 力 的 
作用 。 

(3) 如 圆柱 绕 轴 旋转 ,有 风 , 则 小 车 运动 ,说 明 圆柱 在 y 轴 方 向 上 受到 力 的 作用 。 如 转 
动 角速度 平行 于 = 轴 方 向 , 则 小 车 的 运动 方向 反 平行 于 y 轴 , 说 明 圆柱 在 反 平行 于 y 轴 方 向 
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上 受到 力 的 作用 ; 反之 ,如 转动 角速度 反 平行 于 = 轴 方 向 , 则 小 车 的 运动 方向 平行 于 y 轴 ， 
说 明 圆 柱 在 平行 于 y 轴 方 向 上 受到 力 的 作用 。 

(4) 风速 越 大 ,转动 角速度 越 大 , 则 小 车 运动 得 越 快 ,说 明 圆 柱 在 y 轴 方向 上 受到 的 力 
越 大 。 

旋转 圆柱 经 绕 流 后 会 在 垂直 于 来 流 方向 上 受到 力 的 现象 称 为 马 格 纳 斯 效应 ,如 图 3. 6. 3 
所 示 。 


NY 


下 
图 3.6.2 风 洞 实验 图 3.6.3 马 格 纳 斯 效应 


3.6.3 马 格 纳 斯 效应 的 解释 

旋转 圆柱 绕 流 问题 是 一 个 复杂 的 黏 性 流体 力学 问题 ,没有 解析 解 存在 ,需要 用 数值 计算 
方法 求解 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 。 令 人 惊叹 的 是 ,这 么 复杂 的 黏 性 流体 力学 问题 居然 可 以 使 
用 理想 流体 无 旋 流 动 理论 来 近似 解释 。 而 且 这 一 解释 还 可 以 进一步 发 展 成 极其 优美 的 二 维 
机 翼 升 力 理论 。 

首先 考虑 气体 静止 的 情形 。 圆 柱 在 静止 气体 中 作 等 速 旋转 ,由 于 气体 有 条 性 ,会 带动 周 
围 的 气体 作 圆周 运动 , 柱 面 上 流体 的 速度 与 圆柱 面 的 旋转 速度 相等 ( 见 第 4 章 ) 。 距 离 圆 柱 
面 越 远 , 气 体 的 速度 越 小 。 假 设 圆柱 足够 长 ,旋转 圆柱 产生 的 气体 流动 可 以 近似 看 成 二 维 贺 
周 运动 ,可 以 近似 用 位 于 圆柱 中 心 轴 上 的 无 限 长 的 直线 涡 丝 ( 点 涡 ) 感 生 的 速度 场 来 描述 。 
因此 在 圆柱 转动 平面 上 ,周围 的 气体 的 速度 可 以 近似 表示 为 
了 且 ee 
VO ge 
式 中 a 为 圆柱 半径 。 从 4. 6 节 可 知 , 当 圆 柱 无 限 长 时 ,上 式 是 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 严格 解 。 

由 式 (3. 6-1) 可 知 ,速度 环 量 等 于 涡 丝 强度 芽 , 即 


2 
K= 和 .ar=| verd0 一 下 (3.6-2) 
0 


我 们 看 到 ,旋转 圆柱 绕 流 问 题 的 速度 环 量 起 源 于 由 旋转 圆柱 与 空气 之 间 的 摩擦 力 带动 的 空 
气旋 转 , 有 


(r 宇 a) (3,6-1) 


K~>0, w~>0; K<~0, w=0 《3,.6=3) 
由 3.3 节 例 2, 点 涡 的 速度 势 、 流 函数 和 复 势 分 别 为 
K 天 这 2 
o 2x0° y zxln a ， 取 im (3.6-4) 


我 们 看 到 ,在 柱 面 上 流 函 数 y(r 二 a) 二 0, 即 为 常数 ,因此 的 确 是 圆柱 绕 流 的 一 个 解 。 
从 3.3 节 我 们 知道 ,如 果 理 想 流体 在 无 穷 远 处 沿 z 轴 方向 均匀 流动 ,而 且 流 体 绕 一 个 静 
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止 不 动 的 国 柱 作 二 维 无 放流 动 ,那么 复 势 为 =U (< 十 入 )。 


在 现在 的 实验 中 ,有 均匀 的 风 吹 旋 转 的 圆柱 ,因此 可 以 用 由 无 环 量 的 圆柱 绕 流 的 复 势 与 
点 涡 的 复 势 释 加 而 成 的 复 势 来 近似 描述 , 即 


2 z 
wm (3.6-5) 
3 2r a 
易 求 得 速度 势 和 流 函 数 为 
2 2 
o U(r+e )eos0+ £0. of Jsin | (3.6-6) 
7 2x 六 2r a 
,99 1 98 
v=W=e 地 te 二 郁 
a Ys K 
eul1 所 ]cos [0 人 (1 + 所]sng pd (3.6-7) 


由 式 (3. 6-7) 我 们 看 到 ,圆柱 面 上 的 流体 速度 为 "ra) 一 一 wj| 20sin0 一 总 .由 于 
圆柱 作 刚体 转动 ,流体 的 黏 性 边界 条 件 要 求 圆柱 面 上 流体 速度 与 旋转 圆柱 面 的 速度 相等 ,所 
以 园 柱 面 上 的 流体 速度 应 该 为 wb(r=a) 二 es 东 -。 两 者 并 不 相等 ,流体 的 黏 性 边界 条 件 没有 
满足 ,说 明 用 由 无 环 量 的 圆柱 绕 流 的 复 势 与 点 涡 的 复 势 天 加 而 成 的 复 势 来 描述 上 述 实验 只 


是 一 个 近似 。 
利用 伯 努 利 方程 得 到 的 压强 为 
p=po 一 去 ov 
= 一- cow0+ [(1+)si0 -i] ] (3.6-8) 


单位 长 度 圆 柱 所 受 的 合力 分 量 为 
和 上- =- [pl(r = a)cos0]Jlad0 = 0 
. (3.6-9) 
EF, = [pr 三 a)sin0]ad0 =— poUK 
我 们 看 到 ,如 果 没 有 环 量 , 有 p( 一 9) 二 p(0): 即 压强 分 布 是 上 下 对 称 的 ,圆柱 所 受 的 合 
力 为 零 。 环 量 的 存在 导致 压强 分 布 不 再 是 上 下 对 称 的 ,产生 了 升力 。 
从 流 函 数 我 们 看 到 ,如 果 没 有 环 量 , 流 线 图 是 上 下 对 称 的 。 环 量 的 存在 导致 流 线 图 不 再 
是 上 下 对 称 的 。 现 在 我 们 来 研究 靠近 圆柱 的 流 线 。 令 r 二 a 二 ele<a), 代 入 式 (3.6-6) 中 的 
流 函 数 表 达 式 得 


2ryWa 
4rUa sin0 一 开 


为 了 保证 靠近 圆柱 的 流 线 是 封闭 曲线 ,要求 0€ [0,2x] ,4xUasin9 一 K 关 0, 因 此 充分 必要 条 
件 为 | 玉 | 二 4rUa ,如 图 3. 6.4 所 示 。 

马 格 纳 斯 效应 有 许多 应 用 。 例 如 1924 年 德国 工程 师 符 拉 特 (Fletter) 根 据 马 格 纳 斯 效 
应 在 他 的 船上 安装 了 快速 旋转 的 铅 垂 圆柱 体 代 蔡 风 帆 , 利 用 风 吹 在 旋转 的 铅 垂 圆柱 体 上 产 


(4rUasin0 一 开 天 0) 


€ 
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图 3.6.4 流 线 图 
(a) K=0; (b) | K |<4xUa; (oO) |K|=4rxUa; (d) | K |>4rUa 


生 的 力 来 驱动 船只 。 但 由 于 不 经 济 , 没 被 采用 。 马 格 纳 斯 效应 还 可 以 用 来 解释 乒乓 球 、 足 
球 、 排 球 、 网 球 等 出 现 弧 线 球 现象 。 当 发 球 时 ,运动 员 想 办 法 使 球 旋转 ,然后 球 一 边 平 动 一 边 
旋转 ,根据 马 格 纳 斯 效应 ,在 垂直 于 球 前 进 的 方向 上 球 会 受到 一 个 力 的 作用 ,使 球 的 运动 轨 
迹 发 生 改变 , 作 弧 线 飞行 。 

【 例 2】 均匀 剪 切 流 定义 涡 量 为 常 矢量 的 二 维 流动 。 把 上 述 圆柱 放 在 均匀 剪 切 流 中 ， 
已 知 


Qr? 


a’ 和 K r 
y u(r Jjsino 27ln a 
式 中 ,9 为 涡 量 值 ,为 常数 。 计 算 圆 柱 受 到 的 合力 。 
19y 人 oy 改动 页 天 ，1 
解 : v， ol 殊 jeosom ar of 3 ]sin0+ 才 - + DOr 
由 于 涡 量 值 为 常数 ,压强 为 (习题 2-5-3) 
+ tatoy = const 


4 


即 


p= 加 一 去 pv 一 00y 


一 {一 务 ) eoso+ [+ 多 ja 一 5 一直 六 my 
式 中 po 为 常数 。 圆 柱 表 面 的 压强 为 
pr =)= SoU (2sin0 过- 让 Qe ) +oo oa 
单位 长 度 的 圆柱 受到 的 合力 为 
已 =—| ec 二 和 本 三 
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2 省 
已 =-| 人 丰 二 asinglad0 ——oUK (1 + 下 2) 
0 


RE 
均匀 剪 切 流 的 加 入 相当 于 作 代 换 KK {1+ 
力 存在 。 


3.6.4 茹 可 夫 斯 基 变 换 


}): 我 们 看 到 ,即使 没有 环 量 存在 ,也 有 升 


图 3.6.5 茹 可 夫 斯 基 (N. E. Joukowski,1847 一 1921) 
< 平面 上 的 圆周 经 一 保 角 变换 5=5(Cz) 变 为 5 平面 上 的 一 个 复杂 经 型 。 最 简单 的 保 角 
变换 就 是 茹 可 夫 斯 基 变 换 
“一 = 十 一 (3. 6-10) 
式 中 /为 实 常数 。 令 ==z 十 iy 王 ree，5 一 X 十 这, 代入 式 (3.6-10) 并 把 实 部 和 虚 部 分 离 ,得 
x r(1+ 生 jeos， "(1 乞 ]sing (3.6-11) 
xz 平面 上 的 圆心 位 于 (一 zo ,iyo ) 处 并 与 工 轴 交点 为 (0,0) 的 圆周 ,变换 为 “平面 上 的 非 对 称 
的 翼 型 (图 3. 6.6) 。 


图 3.6.6 茹 可 夫 斯 基 变换 


该 圆 的 半径 为 R= 二 V(b 十 zo) 十 y3 ;圆心 为 二 一 zo 十 iy :圆周 上 的 任 一 点 为 
z= zo 二 eR = (— zo ReosB)+i(y + Rsing) (C3.6=12) 


式 中 B 为 实 变量 。 
把 式 (3.6-12) 代 入 式 (3. 6-10) ,并 分 离 实 部 和 虚 部 得 


ee | La 】 
二 Reosp) 人 1 二 
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= La 
3 一 (2 + Rsing) (1 BTR TR -2roReosp a) 人 


现在 我 们 证 明 , 茹 可 夫 斯 基 翼 型 存在 尖 尾 缘 。 
证 明 : 将 茹 可 夫 斯 基 变换 式 (3. 6-10) 两 边 对 = 微分 得 


6 A 
全 家 二 (3. 6-14) 
我 们 看 到 ,[ 厂 】 一 ,因此 * 一 士 6 为 保 角 变换 的 奇 点 ,在 这 些 奇 点 附近 变换 不 再 是 保 角 


的 。 点 一 一 0 位 于 > 平面 上 的 圆 内 ,变换 为 《平面 上 的 辟 型 的 内 部 的 点 ,那里 没有 流体 存 
在 ,不 用 考虑 。 点 z==b 位 于 > 平面 的 圆周 上 ,变换 为 5 平面 上 的 愤 型 周边 上 的 一 点 5 一 20， 
有 流体 存在 ,需要 考虑 。 

现在 根据 茹 可 夫 斯 基 变换 确定 5 平面 上 的 点 20 附近 的 翼 型 形状 。 令 > 二 6 十 ce* 和 
5 一 20 十 ges ,这 里 cg 和 6 均 为 实数 , 且 c 入 0,g< 科 20, 代 入 茹 可 夫 斯 基 变 换 式 (3. 6-10) , 作 
泰勒 展开 并 保留 最 大 项 得 


ge 6 二 2a 十 2nx (2 一 0, 士 1, 士 2,…) (3. 6-15) 
如 图 3. 6.7(a) 所 示 ,考虑 = 平面 上 的 点 == 王 /附近 圆周 上 的 任意 两 个 上 下 点 x1 一 0 十 


caem 和 xz 二 5 十 cze* ,有 ao 一 ao 三 rr, 那么 与 之 对 应 的 5 平面 上 的 两 个 点 吕 三 20 十 gaea 和 
多 二 20 十 gzea ,由 式 (3.6-15) 可 知 满足 2 一 总 一 2(o 一 al ) 二 2x, 如 图 3.6.7(b) 所 示 。 这 意 
味 着 避 型 在 5 一 20 处 两 边 的 两 个 分 支 重 合 , 尖 角 为 零 , 称 为 翼 型 的 尖 尾 缘 。 证 毕 。 


5 平面 
CN or 
Oe 


2,0 


(b) 
图 3.6.7 茹 可 夫 斯 基 翼 型 的 尖 尾 缘 


现在 考虑 两 种 特殊 情况 。 
(1) 平板 翼 型 
如 图 3. 6.8 所 示 ,圆心 位 于 = 平面 上 的 原点 .半径 为 0 的 一 圆周 ,有 
Xo yo 0; R=6, = be (3.6-16) 
经 茹 可 夫 斯 基 变 换 变 为 
一 20cosg0，X 王 20cosg， 7=0 (6-17) 


即 变 为 8 平面 上 的 实 轴 上 的 一 直线 段 , 称 为 平板 经 型 ,如 图 3. 6. 8 所 示 。 


in 


b, 0 
0 26.0) 0 (C24b.0) 7 


图 3.6.8 平板 缀 型 
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(2) 椭圆 辟 型 
如 图 3.6.9 所 示 , 圆 心 位 于 < 平面 上 的 原点 、 半 径 为 a(a 二 5) 的 圆周 ,有 
= =0 R=a z= (3.6-18) 
经 茹 可 夫 斯 基 变换 变 为 
此 = 十 和 aei + Oy X 一 @ 十 息 jacow0， 了 一 f 一 所 jesing (3.6-19) 
得 
2 
X 人 (3. 6-20) 


即 变 为 8 平面 上 的 一 椭圆 ,其 长 轴 在 实 轴 上 , 称 为 椭圆 由 型 ,如 图 3. 6. 9 所 示 。 需 要 指出 , 椭 
圆 导 型 是 唯一 没有 尖 尾 缘 的 茹 可 夫 斯 基 翼 型 。 


b 平面 
inh +o 6 平面 
及 
于 在 
a 
加 


图 3.6.9 椭圆 辟 型 


3.6.5 环 量 的 确定 一 一 茹 可 夫 斯 基 假 设 

如 图 3.6.10(a) 所 示 , 在 < 平面 上 无 穷 远 处 理想 流体 均匀 流动 , 绕 过 一 个 圆心 位 于 zo、 
半径 为 a 的 带 有 环 量 K 的 圆柱 ,流体 作 二 维 无 旋 流动 ,其 复 势 为 

Q2 
za] 
式 中 ,zo 二 一 zo 十 iyo 为 圆心 位 置 (一 xo,yo), a 二 |15 一 zo | 三 V(b 十 Xo ?十 y3 为 圆 半径 ,a 为 
U 与 x 轴 的 夹 角 , 圆 与 正 z 轴 的 交点 为 (6,0), K 为 环 量 ,未 知 ,待定 。 经 茹 可 夫 斯 基 变 换 
5 和 =z 十 入 ,加 变 换 为 5 平面 上 的 非 对 称 的 没 型 ,如 图 3. 6. 10(b) 所 示 。《 平 面 上 距离 必 型 中 
够 远 处 ,有 5 二 x(| 8| 仿 b) ,因此 那里 的 流体 均匀 流动 ,速度 为 U, 与 wy 轴 的 夹 角 为 a。 

考虑 在 < 平面 上 的 流体 复 速度 

du_ IB ,0 


w=U[(z— zo) i 关 In(< 加 (3.6-21) 


下 二 基站 二 让 二 由 0356220 
流体 速度 大 小 为 v= |u. | = 各 |. 
5 平面 上 的 流体 复 速度 为 
“- 喜 (3. 6-23) 


两 者 之 间 的 关系 为 


(3.6-24) 
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图 3.6.10 茹 可 夫 斯 基 假 设 


即 “ 平 面 上 的 流体 速度 大 小 为 


ll=v 


dz | 一 -25 
旨 [Ea (3. 6-25) 
很 显然 ,如 果 在 < 平面 上 的 点 x 三 土 b 处 的 流体 速度 不 为 零 ,那么 与 < 平面 上 的 点 二 土 b 相 
对 应 的 5 平面 上 的 点 处 的 流体 速度 为 无 穷 大 。 点 x== 一 b 位 于 < 平面 上 的 圆 内 ,变换 为 8 平 
面 上 的 避 型 内 部 的 点 ,不 相干 ,不 用 考虑 。z 平面 上 的 点 一/ 变换 为 平面 上 的 避 型 尖 尾 


缘 处 。 为 了 避免 愤 型 尖 尾 缘 处 的 速度 为 无 穷 大 ,必须 要 求 = 平面 上 的 点 = 处 的 流体 速度 
为 零 , 即 

v(z = 0b)= 全 ,=0 (3. 6-26) 

本 Q2 “RE 1 

ofe Ca | | (3.6-27) 

定义 5b 一 zo 二 ae ,那么 有 
7= arctan 站 ， 0 十 rzo 一 acosy， yo = asiny 《3.6-28) 
式 (3. 6-27) 变 为 
ore zo)e™ | :二 | | i2Uasin(a 十 7X) 一 i 共 = 从 


所 以 环 量 为 
K =— 4xUasin(a+7)=— 4xUa (sinacosy 十 cosasiny) 
=— 4xU[ (b+ zo )sinat yocosa] (3.6-29) 
在 导 型 尖 尾 缘 处 的 流体 速度 为 有 限 这 一 假设 称 为 茹 可 夫 斯 基 假 设 。 
【 例 3】 确定 平板 翼 型 的 环 量 。 
解 : 如 图 3.6. 11 所 示 , 在 < 平面 上 的 复 势 为 
pb 


a :Ki 2 
ey 1 
w Us + 所 in pb 


圆柱 面 为 :一 be*, 经 熙 可 夫 斯 基 变 换 为 平板 测 型 5 一 < 十 入 一 2bcos0。 在 < 平面 上 的 流体 复 


133 


134 | 物理 流体 力学 


速度 和 在 《平面 上 的 复 速 度 之 间 的 联系 为 


dw_dwd d 多 .Kk 
“= 坚 - 芍 旦 =-“ 兴 =“ 人 4 


在 沟 型 尖 尾 缘 处 的 复 速度 u: (5 一 20) 为 有 限 , 要 求 


u:(z=6)=0 
即 
sh pe i 
Ul(e e”) 7 i2Usina i 77 0 
得 


K =— 4xUbsina 
我 们 应 该 指出 ,虽然 在 平板 翼 型 的 后 缘 5 二 2 处 ,流体 速度 为 有 限 ,但 是 在 前 缘 5 一 一 26 
处 ,流体 速度 为 无 穷 大 。 即 使 平板 翼 型 能 够 产生 环 量 , 存 在 升力 ,平板 翼 型 仍然 是 一 个 非 物 
理 模型 ,原因 是 平板 翼 型 只 是 一 条 没有 宽度 的 几何 直线 。 而 其 他 能 够 产生 环 量 的 茹 可 夫 斯 
基 翼 型 的 周边 上 包括 尖 尾 缘 处 的 流体 速度 都 是 有 限 的 ,所 以 它们 是 物理 模型 。 
【 例 4】 证 明 椭圆 翼 型 由 于 没有 尖 尾 缘 ,不 会 产生 环 量 。 
证 明 : 如 图 3.6.12 所 示 , 在 > 平面 上 的 复 势 为 


2 
Ze 


i KL 

a 
圆柱 面 为 ===ae” ,经 茹 可 夫 斯 基 变 换 为 椭圆 柱 面 g=#+ 人 =aer+ 人 ee, 在 x 平面 上 的 流 
体 复 速 度 和 在 5 平面 上 的 复 速度 之 间 的 联系 为 


dw_ dm d5 d5 ( 所] (= a? 】 .KK 
“el /Ve Ze) gn 


在 椭圆 对 型 对 应 奇 点 x==b 处 的 复 速度 wy (5 一 十 镁 /a) 应 该 为 有 限 ,要 求 u(x 二 5) 二 0, 即 
二 网 了 5 K 
ufs 多 we】 i 去， ulfl 多 ] 0(+ 系 jsine+ 壤 ] 0 
如 果 和 0, 为 椭圆 对 型 ,得 K 二 0; 如 果 a 二 5b, 为 平板 轻型 ,得 
天 =— 4xUbsina 


一 
ps 
-250 0" (6,0) pa 
(b) 
ep, A 图 3.6.12 椭圆 机 型 


结论 : 不 存在 尖 尾 缘 的 椭圆 辟 型 不 能 产生 环 量 , 只 有 存在 尖 尾 缘 的 翼 型 才能 产生 环 量 。 
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3.6.6 ” 库 塔 - 茹 可 夫 斯 基 定 理 

库 塔 - 茹 可 夫 斯 基 定 理 ; 一 个 机 浪 在 均匀 的 风 中 欧 止 不 动 ,风速 为 U, 机 可 周 肝 的 气体 
绕 机 涡 作 定常 的 二 维 无 旋 流动 , 有 环 量 K 包围 翼 型 ,气体 密度 为 p, 那 么 单位 长 度 机 可 受到 
的 沿 垂直 于 风 的 方向 的 升力 大 小 为 KoU。 升 力 方向 是 这 样 确定 的 ,即将 风 的 速度 矢量 沿 与 
环 量 的 方向 相反 的 方向 旋转 90*, 得 到 的 方向 即 为 升力 方向 。 

证 明 : 对 于 现在 的 问题 (图 3.6.14) ,由 于 复 速度 的 平方 { Se 】 的 奇 点 在 机 回 模 截面 内 
部 ,在 机 可 横 截面 之 外 是 单 值 解析 函数 ,由 复 连通 区 域 的 柯 西 定理 可 知 ,可 以 把 积分 路 径 先 
为 位 于 机 梳 横 截面 之 外 区 域 的 任意 一 条 闭合 曲线 R, 即 


b ( 坚 } da = (时 ae (3.6-30) 
z Jc\dz 


式 中 C 是 机 驾 横 截面 的 周 线 。 


图 3.6.13 库 塔 (M. W. Kutta,1867 一 1944) 图 3.6.14 机 辟 受 到 的 升力 
根据 布 拉 休 斯 定理 ,有 
1. 人 (dw 1. (dw 
F,.—iF, pip 中 的 dz Dip 中 的 dz 《3. 6-31) 


在 离 机 回 足 够 远 的 地 方 ,气体 速度 趋 于 均匀 风速 U, 复 速度 可 以 作风 朗 展 开 , 得 


dw Det | By | 和 (3. 6-32) 
式 中 ,a 为 均匀 风速 U 与 x 轴 的 夹 角 ,， B-_1,B_;,… 为 常数 。 


积分 得 复 势 
w= Ue "zz 十 Bilnz 一 B= Bt (3.6-33) 


既然 有 环 量 K 包围 经 型 ,那么 有 


所 以 
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EE (3. 6-34) 


选择 足够 大 的 积分 路 径 R. 得 


re 


,一 这 2 一 各 
一 也 io 中 [De 上 下: 了 | …]dz (3. 6-35) 


的 ] 一 Uzea | 2 十 了 2 ls 区 


根据 留 数 定理 ,有 
F,—iF, = 去 io2xi(2UB -ie ) 一 一 2xpUB_ ie ™* = iKpUe™ 
即 
F, = KopUsina, F,=— KpoUcosa (3..6=36) 
得 证 。 
(1) 升力 与 加 型 无 关 ; 
(2) 力矩 为 


M=Re -4 中 < (各 a] 
Me -| 


一 Re 人 一 sp f= [ve Tie 十 Be 


十 


2 一 ii 
Ba +2BsUer | “| 


=Re[2xi( 一 号 +2B-Uen)] 
—Re(— 2rigB_sUe) (3.6-37) 
力矩 与 受理 有 关 。 
3.6.7 茹 可 夫 斯 基 贾 型 


如 图 3. 6.15 所 示 ,z 平面 上 的 绕 过 一 个 圆心 位 于 zo 二 一 zo 十 iyo ,半径 为 a 且 带 有 环 量 
K 的 静止 圆柱 的 平面 无 旋 流 动 的 复 势 为 


证 


Pp a K i 汪 
a=U[c 0) + To ye | izIn(z—»0) (3. 6-38) 
对 于 足够 大 的 |=| , 复 速度 可 以 作 罗 朗 展 开 , 得 
各 =Uer* 一共 寺 (aUe +i 才 =] 二 + (3. 6-39) 
式 (3. 6-39) 与 式 (3. 6-32) 比 较 得 
B= (3.6-40) 
2r 2r 
代入 式 (3.6-36) 和 式 (3. 6-37) 得 
F, = KoUsina, F, =— 0 (3.6-41) 
M. = Re[2rio(e erU + ba J] PUK (— zxocosa 十 yosina) 


如 图 3. 6. 16 所 示 , 茹 可 夫 斯 基 变换 为 5 一 > 十 过 ,其 道 变换 为 
< 一 去 (t+ VE a6) (3. 6-42) 
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对 于 足够 大 的 |=| , 式 (3.6-42) 可 以 展开 为 
+ 一 盖 乞 十 得 十 (3. 6-43) 

把 式 (3.6-43) 代 入 式 (3. 6-38) ,并 展开 得 
—pUe*+aeUtik 


= 4 2 本 

四 一 Ue 中 一 il 十 5 十 (3.6-44) 
济 B-, 前 
与 w=Ue *t 十 B_iln¢ E 上 +… 比 较 得 

B=—iK, B,=Ube*—aeU—ik, (3.6-45) 

2r 2r 
所 以 经 过 茹 可 夫 斯 基 变换 ,B-: 不 变 ,B-_: 改 变 , 即 升力 不 变 , 但 力矩 改变 , 即 
F,=F,:=KpUsina, F,=F,=—KpUcosa (3.6-46) 


Mr 王 Re( 一 2rioB_*Ue“) 王 一 UK (~—zxocosat yosina) —2xpUb’ sin2a 


图 3.6.15 绕 过 带 有 环 量 的 静止 圆柱 的 平面 无 旋 流 动 图 3.6.16 茹 可 夫 斯 基 辟 型 


3.6.8 “ 飞 蛇 ?” 之 谜 


自然 界 存在 起 飞 时 由 椭圆 翼 型 变 成 有 尖 尾 缘 的 翼 型 从 而 产生 环 量 和 升力 的 例子 ,以 下 
资料 取 自 百度 百科 。 

“在 东南 亚热带 雨林 中 生活 着 一 种 颇 为 奇特 的 爬行 动物 : 飞 蛇 。 这 种 蛇 最 喜欢 用 尾巴 
将 自己 挂 在 高 高 的 树枝 上 晃荡 ,然后 突然 从 10 多 米 的 高 度 飞 下 来 直 冲 地 面 。 对 其 他 蛇 类 或 
者 息 行 动物 而 言 ,这 样 的 行动 无 异 于 自杀 之 举 , 但 飞 蛇 却 能 安然 无 善 。 这 其 中 到 底 隐 藏 着 些 
什么 样 的 秘密 呢 ? 

美国 弗吉尼亚 理工 大 学 的 科学 家 发 现 ,这 种 蛇 在 飞 
行 途中 并 不 是 大 头 朝 下 直 冲 地 面 ,而 是 采用 一 种 颇 为 独 
特 的 姿势 在 树枝 间 滑 行 ,在 没有 翅膀 的 情况 下 ,它们 最 
远 能 滑行 出 约 24m。 研 究 人 员 确 认 , 飞 蛇 拥 有 无 与 伦比 
的 空气 动力 学 知识 ,因此 能 充分 利用 自身 的 形态 变化 ， 
在 外 界 气 流 的 帮助 下 ,穿梭 于 大 大 小 小 的 树枝 间 。 

首先 是 起 飞 一 一 蛇 身 低 低 垂 着 。 接 着 , 它 的 脑袋 左 
右 摆动 , 扫 视 、 搜 寻 底 下 的 降落 点 。 一 切 准 备 就 绪 。 它 
向 上 抬 起 身体 ,就 在 最 恰当 的 一 刻 松 开 尾巴 ,让 自己 向 
上 弹出 去 。 此 时 , 蛇 把 肋骨 伸展 开 来 ,让 身体 的 宽度 加 


倍 。 这 时 , 它 不 像 是 圆柱 形 , 反 倒 更 像 一 条 弯曲 的 丝带 ， 图 3.6.17 蛇 平时 身体 呈 圆 柱状 ， 
如 图 3. 6. 17 所 示 。 滑翔 时 身体 呈 扁 平 状 
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在 飞 蛇 离开 树枝 将 自己 的 身体 变 成 一 个 平面 后 , 它 借助 身体 的 左右 起 伏 波 动 来 获得 升 
力 ，。 它 的 滑行 速度 很 快 ,可 达到 8~~10m/s。 这 种 波浪 形 扭 动产 生 的 空气 动力 学 效应 比 蛇 
自身 重力 要 大 得 多 ,也 就 是 说 在 滑行 的 某 一 瞬间 , 蛇 身 体 上 的 合力 其 实 是 向 上 的 。 不 过 , 蛇 
是 不 会 向 上 飞 的 ,因为 这 种 向 上 的 合力 转瞬 即 逝 。 

在 飞行 中 , 蛇 头 始终 与 气流 保持 25 仰角 ,而 且 半 个 身体 形态 不 变 , 只 有 尾巴 在 上 下 摇 
动 。 这 样 , 飞 蛇 就 能 在 滑行 期 间 保 持 相对 平稳 的 状态 ,不 会 重重 地 摔 在 地 面 。 研 究 发 现 ,一 
些 蛇 在 空中 飞行 时 甚至 还 能 调头 。 在 开始 跳跃 式 冲 上 天 空 飞行 不 久 后 , 蛇 要 偶尔 下 降 加 快 
速度 来 获取 空中 滑行 的 起 始 速 度 ,以 保证 之 后 在 空中 继续 滑行 。” 


3.6.9 速度 环 量 的 起 源 


从 前 面 我 们 看 到 ,旋转 圆柱 绕 流 问题 的 速度 环 量 起 源 于 由 旋转 圆柱 与 空气 之 间 的 摩擦 
力 带动 的 空气 旋转 。 现 在 考虑 翼 型 速度 环 量 的 起 源 。 既 然 辟 型 都 是 从 静止 状态 启动 后 达到 
定常 状态 的 ,根据 作 等 炉 运动 的 理想 流体 的 速度 环 量 守 恒定 理 , 型 飞行 引起 流体 运动 后 流 
体 中 的 速度 环 量 应 该 和 静止 流体 一 样 处 处 为 零 ,这 与 茹 可 夫 斯 基 假 设 相 了 矛盾 。 了 矛盾 是 由 于 
把 流体 看 成 理想 流体 造成 的 。 
实际 流体 不 是 理想 流体 ,存在 内 摩擦 力 ,内 摩擦 力 正比 于 速度 梯度 。 由 于 内 摩擦 力 
的 存在 ,与 四 型 表面 接触 的 流体 速度 与 该 处 没 型 表面 的 速度 相等 。 随 着 与 小 型 表面 距离 
的 增 大 ,流体 的 速度 迅速 下 降 并 趋 于 零 。 因 此 只 是 在 缀 型 表面 附近 很 薄 的 流体 层 ( 称 为 
边界 层 ) 内 ,那里 的 速度 梯度 较 大 ,因而 内 摩擦 力 较 大 。 而 在 边界 层 之 外 ,那里 的 速度 梯 
度 很 小 ,因而 内 摩擦 力 很 小 ,流体 可 看 成 理想 流体 ,如 图 3. 6. 18 所 示 。 这 就 是 普 朗 特 的 
边界 层 理论 (4. 10 节 )。 
理想 流体 


边界 层 


图 3.6.18 渐 型 的 流体 边界 层 示意 图 图 3.6.19 必 型 尖 尾 缘 


但 当 翼 型 刚 开 始 启 动 时 ,由 于 运动 速度 很 小 ,引起 的 流体 速度 亦 很 小 ,因而 速度 梯度 很 
小 ,内 摩擦 力 很 小 ,流体 可 看 成 理想 流体 。 如 图 3. 6. 19 所 示 , 翼 型 尖 尾 缘 附近 的 流体 运动 ， 
可 看 成 一 个 尖 角 外 的 理想 流体 的 运动 ,从 3. 3 节 的 例 6 知 速 度 为 
v, SF Arilcos 型 . ve 全 一 Ar lsin 0 
式 中 ,r 为 离 辟 型 尖 尾 缘 的 距离 ,ws*2r 为 翼 型 尖 尾 缘 的 两 边 的 夹 角 。 因 此 在 翼 型 尖 尾 缘 附 
近 流 体 的 速度 趋 于 无 穷 大 。 物 理 上 的 导体 尖端 放电 现象 与 此 类 似 。 这 是 因为 电势 和 速度 势 
均 遵 守 拉 普 拉 斯 方程 ,导体 尖端 附近 的 电场 和 翼 型 尖 尾 缘 附 近 的 流体 速度 遵守 相同 的 空间 


变化 规律 。 导 体 尖 端 附近 的 电场 按 下 一 王 -一 趋 于 无 穷 大 ,在 强 电场 作用 下 ,尖端 附近 空气 电 
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离 而 产生 气体 放电 现象 。 
根据 伯 努 利 方程 有 


2 

因此 在 愤 型 尖 尾 缘 附近 流体 的 压强 趋 于 负 无 穷 大 ,那里 流体 的 运动 特别 激烈 ,来 自 翼 型 上 下 
两 侧 的 两 股 流体 在 那里 汇合 ,形成 速度 间断 面 ,进而 间断 面 赔 变形 成 一 个 环 量 为 一 K 的 涡 ， 
称 为 启动 涡 。 

现在 选择 一 个 足够 大 的 流体 封闭 周 线 ,使 其 能 包围 翼 型 及 尖 尾 缘 附近 产生 的 环 量 为 
一 K 的 启动 涡 。 由 于 流体 静止 时 沿 任 一 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 为 零 , 根 据 作 等 炉 运 动 的 
理想 流体 的 速度 环 量 的 守恒 性 ,流体 运动 后 沿 此 封闭 周 线 的 速度 环 量 仍 为 零 ,那么 在 形成 环 
量 为 一 K 的 启动 涡 的 同时 ,必须 形成 一 个 包围 翼 型 的 反方 向 的 环 量 为 天 的 涡 , 如 图 3. 6. 20 
所 示 。 由 于 该 涡 附 着 在 辟 型 表面 上 , 称 为 附着 涡 。 

在 翼 型 启动 一 定时 间 后 ,由 于 运动 速度 的 增 大 , 翼 型 表面 附近 很 薄 的 流体 边界 层 内 的 速 
度 梯度 迅速 增 大 ,那里 内 摩擦 力 迅速 增 大 ,流体 不 可 再 看 成 理想 流体 。 边 界 层 之 外 的 流体 仍 
可 看 成 理想 流体 。 随 着 时 间 的 推移 ,启动 涡 由 于 运动 逐渐 离开 翼 型 ,而 附着 涡 却 保留 下 来 ， 
如 图 3. 6. 21 所 示 。 


+ 全 = const 
e 


封闭 周 线 
天 
-一 附着 涡 


封闭 周 线 
天 
-一 人 附着 涡 


一 人 


启动 涡 


启动 涡 
图 3.6.20 启动 涡 及 附着 涡 图 3.6.21 启动 涡 的 离 去 


习题 
3-6-1 把 圆柱 放 在 均匀 剪 切 流 中 ,已 知 平面 极 坐标 系 里 的 流 函 数 为 


2 
y U(r jsin(o a) 区 In 工 1 Dr 


a 4 
式 中 ,a 为 无 穷 远 处 的 均匀 流速 U 与 x 轴 的 夹 角 ,K 为 环 量 ,Q 为 涡 量 值 ,为 常数 。 证 明 圆 柱 
表面 的 压强 为 
Dn a i 六 
P(r=4)= po— goU [2sin(2 a) FU 500 | 
式 中 po 为 常数 。 
单位 长 度 的 圆柱 受到 的 合力 为 


2 上 
记 竺 x( :于 Jovsina, E, —x( -于 Joveose 
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3-6-2 证明 茹 可 夫 斯 基 变 换 的 逆 变 换 为 
1 
z= F(t+ Ved) 


3-6-3 证 明 茹 可 夫 斯 基 变 换 可 以 写 为 


= 


3-6-4 将 茹 可 夫 斯 基 变换 推广 为 


ss (3) 


所 得 翼 型 称 为 卡门 - 特 雷 夫 茨 (Karmen-Trefftz) 翼 型 。 这 里 "二 1, 为 常数 。 证 明 该 翼 型 在 
Ez 二 nb 处 存在 尖 尾 缘 , 翼 型 在 5 一 M0 处 两 边 的 两 个 分 支 不 重合 , 尖 角 为 (2 一 2)r。 
3-6-5 根据 茹 可 夫 斯 基 假 设 , 证 明 茹 可 夫 斯 基 避 型 尖 尾 缘 处 的 流体 速度 大 小 为 


dw 
| i 
村 14+ 0as et7)+ 


dz 
人 
和 


= | cos(e 十 力 | 


K’ 
ll E 6 


3-6-6 根据 茹 可 夫 斯 基 假 设 , 证 明 如 果 1 一 ”<2 ,卡门 - 特 雷 夫 茨 翼 型 尖 尾 缘 处 的 流体 
速度 大 小 为 零 ; 如 果 一 2 ,该 速度 大 小 为 无 穷 大 ,是 非 物理 模型 。 
3-6-7 证 明 卡门 - 特 雷 夫 茨 变换 的 逆 变 换 为 
20 


z 一 0 十 


(尘世 ) = 二 
一 劝 
对 于 足够 大 的 |=| ,上 式 可 以 展开 为 
二 
之 一 必 3 ct 


复 势 式 (3.6-38) 变 为 
ss a £ 
ey le 十 azezUJ 十 i 下 
3 2 


二 iK l 
w= Ue™t img 二 


i 2 一 1 -iw Po .下 
Bs i 5， 也-_， 3 Ub’e a:e"U i oi™0 


经 过 卡门 - 特 雷 夫 茨 变换 ，B-, 不 变 ,B-* 改 变 , 即 升力 不 变 , 但 力矩 改变 。 计 算 力矩 。 
3-6-8 如 图 3.6. 10 所 示 , 在 = 平面 上 的 复 势 为 


bp :了 
w= Use 中 拓 】 im 亲 


轩 


圆柱 面 为 > 一 0e" ,经 茹 可 夫 斯 基 变 换 为 平板 愤 型 5 一 > 十 


和 受到 的 力矩 。 
3-6-9 证 明 平 板 翼 型 的 升力 为 F, 一 一 4xpU?b sin?a, F, 一 2xpU?bsin2a。 


二 20cos0。 计 算 平 板 又 型 的 B-。 
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3.7 表面 张力 -重力 波 


机 械 波 的 产生 需要 波源 和 介质 。 波 源 和 介质 可 以 是 固体 液体 和 气体 ,都 是 由 分 子 组 成 
的 。 由 于 分 子 之 间 有 相互 作用 ,波源 和 最 邻近 的 介质 质点 之 间 有 相互 作用 ,介质 中 的 相 邻 质 
点 之 间 也 有 相互 作用 。 波 源 的 振动 带动 最 邻近 的 介质 质点 振动 ,介质 中 质点 的 振动 带动 相 
邻 的 下 游 质点 振动 ,从 而 使 振动 状态 由 波源 传播 出 去 ,形成 机 械 波 。 典 型 的 机 械 波 包括 横 波 
和 纵波 。 横 波 传播 时 质点 振动 方向 与 波 的 传播 方向 垂直 。 纵 波 传播 时 质点 振动 方向 与 波 的 
传播 方向 平行 。 但 有 些 机 械 波 既 不 是 横 波 也 不 是 纵波 。 

本 节 我 们 要 研究 一 种 特殊 的 机 械 波 , 它 沿 地 球 表面 上 不 同 流体 之 间 的 界面 传播 , 称 为 表 
面 波 。 最 常见 的 例子 就 是 水 波 ,平衡 时 水 的 表面 是 水 平 的 。 当 有 波 存 在 时 ,有 两 种 力 试图 使 
波峰 平坦 以 恢复 平衡 ,一 种 是 重力 , 另 一 种 是 表面 张力 。 我 们 把 这 种 由 表面 张力 和 重力 共同 
提供 恢复 力 所 产 生 的 、 主 要 出 现在 水 表面 的 波 称 为 表面 张力 -重力 波 。 离 表面 越 深 的 地 方 ， 
波 衰 减 得 越 厉害 。 当 波长 超过 几 厘 米 时 ,自由 表面 的 曲率 半径 很 大 ,导致 表面 张力 对 恢复 力 
的 贡献 远 小 于 重力 ,我 们 把 这 种 由 重力 提供 恢复 力 所 产生 的 水 自由 表面 波 称 为 重力 波 。 对 
于 毫米 级 的 波长 ,自由 表面 的 曲率 半径 很 小 ,导致 表面 张力 对 恢复 力 的 贡献 远大 于 重力 ,我 
们 把 这 种 由 表面 张力 提供 恢复 力 所 产生 的 水 自由 表面 波 称 为 表面 张力 波 。 水 波 中 的 每 个 质 
点 的 运动 都 是 由 纵向 运动 和 横向 运动 合成 的 ,因此 表面 张力 -重力 波 既 不 是 横 波 也 不 是 


3.7.1 无 旋 流 动 的 条 件 

现在 我 们 考虑 流体 速度 很 小 时 出 现 的 表面 张力 -重力 波 。 更 具体 一 些 , 就 是 要 求 
(vw，V)v&9v/91, 这 样 欧 拉 方程 (2.1-2) 里 的 惯性 项 (v，V)w 就 可 以 忽略 不 计 , 化 为 线性 
方程 ,数学 处 理 就 简化 很 多 。 我 们 来 看 在 什么 条 件 下 才能 满足 。 设 波 的 振幅 为 a, 振动 周期 
为 工 ,波长 为 ,那么 流体 速度 的 数量 级 为 v 一 a/T, 因 此 有 au/at~a/T2,(u.V)u 一 下 从 一 
(a/T)?/A, 所 以 (v，V)v<9v/91 要 求 

(条 二 < 乱 
化 简 得 
a (3.7-1) 

我 们 看 到 ,只 有 波 的 振幅 远 小 于 波长 ,才能 有 (vwv，V)v<9v/91。 由 于 流体 速度 很 小 ， 

流体 可 以 看 成 不 可 压缩 的 , 欧 拉 方程 (2. 1-2) 简 化 为 


90__vtis 
a Vv 机 + 引 (3.7-2) 
把 梯度 算 符 又 乘 式 (3.7-2) 两 边 ,并 利用 矢量 公式 VX Vf 二 0 得 


dv _ 9(VX ») p ra 
VX 3 人 w [v2 fs 有] 0 
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由 于 初始 时 流体 是 静止 的 ,把 上 式 积分 得 


VXv=0 (3.7-3》 
因此 只 要 波 的 振幅 远 小 于 波长 ,流体 的 流动 就 是 无 旋 的 ,由 速度 势 @ 确定 ,流体 速度 为 
v= (3.7-4) 
并 且 由 于 流体 不 可 压缩 ,速度 势 满 足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 
VE 一 0 3 


3.7.2 边界 条 件 


1. 在 自由 表面 的 运动 学 条 件 
取 zz 平面 为 平衡 时 水 的 表面 ,y 轴 竖 直 向 上 ,如 | es 
0 


图 3.7.1 所 示 。 水 的 表面 质点 的 y 坐标 为 y 一 5。 由 于 
速度 很 小 ,水 的 表面 速度 沿 y 轴 方 向 的 分 量 近似 为 pa 


be 


(st) 1 (vv. Wt 流体 1( 水 ) 
(3.7-6) 图 3.7.1 水 的 自由 表面 
由 于 流动 是 无 旋 的 ,有 一 加, 结合 式 (3.7-6) ,水 的 表面 满足 
at _ (20 
oat (%),, 


由 于 流体 质点 偏离 平衡 位 置 很 小 ,| 32 】 可 以 用 平衡 位 置 处 的 值 代 痊 , 即 ( 徊 】 . 兰 [ 于 ， 
所 以 上 式 简化 为 
a a9 

( ), (3.7-7) 


oat ay 

2. 在 自由 表面 的 压强 条 件 

将 作 无 旋 运 动 的 不 可 压缩 理想 流体 的 伯 努 利 方程 (3. 2-11) 应 用 于 现在 的 问题 。 由 村 
流体 速度 很 小 ,可 以 忽略 速度 平方 项 ,并 注意 到 重力 势 ES=gy',' 式 (3.2-11) 简 化 为 

bp 一-p( 铝 tey)tD {3.7=8) 

式 中 了 为 常数 。 为 了 确定 常数 也 ,我 们 注意 到 ,水 的 表面 的 上 方 的 压强 为 大 气压 po ,水 静 
止 时 满足 [=0 和 @=0, 此 时 水 的 表面 是 平面 ,压强 没有 突变 ,因此 有 D= 加 。 式 (3.7-8) 
化 为 


站 


畴 到 po pW+ey] (3.7-9) 
将 式 (3.7-9) 应 用 于 水 的 自由 表面 。 由 于 表面 张力 的 存在 ,在 水 的 表面 压强 存在 突变 ， 
即 p 二 p|,-s;ps 二 po ,如 图 3.7.1 所 示 。 应 用 式 (2.3-6) 得 


站 ,= 一 名 =--"[ 尖 十 5 


a6 gt ga 
o(¥). tose (2 ' 过 ) 0 


把 式 (3.7-9) 代 入 上 式 得 
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由 于 流体 质 点 偏离 平 街 位 置 很 小 ,| 3 ] ， 可 以 用 平衡 位 置 处 的 值 代 疹 , 即 | 3 兰 [ 守 】 
所 以 上 式 简化 为 


o(%) tpst "( 闪 | 于 0 (3.7-10) 
3. 自由 表面 条 件 
把 式 (3.7-10) 对 时 间 求 偏 导 数 并 使 用 式 (3.7-7) ,得 水 的 自由 表面 满足 的 条 件 
a 356 og a@ 
(e Gp FOB gy © Day "5 (3.7-11) 


3.7.3 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 


1. 相 速 度 

现在 我 们 来 考虑 一 个 简单 的 情形 ,水 底 为 无 穷 大 平面 ,无 波 
时 的 水 深 为 ,水 在 竖 直 平面 内 作 二 维 无 旋 运动 ,流体 速度 为 v= 
vi (Xsy)es 十 v,(z,y)e,, 波 的 传播 方向 沿 z 轴 。 为 方便 起 见 ,把 坐 
标 原点 移 到 水 底 , 如 图 3.7.2 所 示 。 流 体 速度 可 以 表示 为 


a6 _ oy DG oy 
war ay VY gay 3 
所 以 式 (3.7-7) 变 为 图 3.7.2 二 维 行 波 
a (oF 一 (2 
Ey (%), -= (2¥), (3.7=12) 
假设 表面 张力 -重力 波 为 简 谐 行 波 , 即 
C=asin(kr—w)= asink(r—ct) (3.7-13) 


式 中 ,a 为 波幅 ,c 为 波 的 相 速度 ,k= 二 2x/4 为 波 数 , w= 二 kc 为 圆 频率 ,4 为 波长 。 
把 式 (3.7-13) 代 入 式 (3.7-12) 并 积分 得 
B= f(y)cosk(r—a), f (h)=— kca (3.7-14) 

把 式 (3.7-14) 中 的 更 代入 只 @G=0, 得 

df pi0 (3.7-15) 

dy’ 
解 为 

了 一 Aee 十 Bee 

式 中 A 和 B 为 常数 。 


利用 地 一 队 一 光 积 分 得 


y=— (Ae — Be®)sink(r—c«) (3.7-16) 
边界 条 件 : 在 水 底 平 面 上 流 函 数 为 常数 , 即 
y(y = 0)= const (7=17} 


把 式 (3.7-16) 代 入 式 (3.7-17) 得 
A=B, f= 2Acoshky 
利用 f (h)=—kca 得 
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ca 有 Ee 和 No 
下 一 SR COShAy cosk (x ct)， y SR sinhkysink (xz—ct) (3.7-18) 


水 的 自由 表面 满足 的 条 件 式 (3.7-11) 变 为 


8B, ag GB 
(e pe 3 o 7;) (3.7-19) 
将 式 (3.7-18) 中 的 代入 式 (3.7-19) 得 
2 | 2rno 2xh w 
c (名 + OA juam 和 (3.7-20) 


我 们 看 到 , 相 速 度 与 重力 加 速度 和 表面 张力 系数 有 关 。 现 在 我 们 讨论 两 种 极限 情况 。 
(1) 表面 张力 波 


当 绎 < 2me, 即 1<2x /工时 , 式 (3.7-20) 简 化 为 
™ OA pg 


c= /nh (3.7-21) 
此 时 相 速 度 与 重力 加 速度 无 关 , 称 为 表面 张力 波 。 
(2) 重力 波 


当 >2r /所 时 , 式 (3 7-20) 简 化 为 


i /名 tanh 于 (8.7-22) 
此 时 相 速 度 与 表面 张力 无 关 , 称 为 重力 波 。 在 长 波 极限 下 (4 人 >h) , 相 速 度 与 波长 无 关 , 即 
c= VE (3.7-23) 
称 为 长 重力 波 。 
2. 流体 质点 轨迹 
由 式 (3.7-18) 可 以 求 出 流体 的 速度 分 布 


vr 一 恬 一 人 coshAysinA(Z 一 ct) 
3 (3.7-24) 
vy 一 六 一 一 -和 sinhkycosk (x —ct) 


hn 


记 一 个 流体 质点 的 位 置 为 (z,y) ,其 平均 位 置 为 (zxo ,yo),(zxo，,yo) 也 是 平衡 位 置 。 由 习 
流体 质点 偏离 平衡 位 置 很 小 ,在 (z,y) 处 流体 的 速度 可 以 用 平衡 位 置 处 的 值 代 蔡 ,所 以 有 


Uz 学 兰 w(z 王 zy 一 ) -二 coshkyosink (xo — ct ) 
3 (3.7-25) 
Wh a vw,(T= Tz0y = 0) A sinhkyocosk (xo — ct ) 
积分 得 流体 质点 的 运动 方程 
I— Zo 一 一 coshkyocos (= 
《3 7=26) 
二 .Ww 三 一 和 sinhkyo sink (zxo —4) 


sinhkh 
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消去 时 间 参 数 4, 得 流体 质点 的 轨迹 方程 


i 2 
(Et) Ye) 一 1 (3.7-27) 
a 
式 中 ,a a Oshkyo sinh kyo 


sinhkh "b=a sinhkh “ 
所 以 流体 质点 轨迹 为 椭圆 ,其 水 平和 竖 直 半 轴 分 别 为 a 和 8B, 中 心 在 平均 位 置 (zo ,yo )。 
由 于 流体 质点 同时 参与 水 平 运动 和 竖 直 运 动 ,水 波 既 不 是 横 波 也 不 是 纵波 。 
3. 流体 的 动能 和 势能 
波 传播 时 在 一 个 周期 内 的 流体 动能 密度 的 时 间 平 均值 为 
十 p( 下 十 三) 一 下 上 | 二 (下 二 动 ) 二 I ( 才 和 入) cosh2ky (3.7-28) 
如 图 3.7.3 所 示 , 如果 我 们 取 流 体 的 重力 势能 的 零点 在 水 
底 , 那 么 沿 x 轴 方向 单位 厚度 , 沿 x 轴 方 向 长 度 为 dz 的 体积 元 内 
的 流体 的 重力 势能 为 


dE,.c (Az = 1D)= Fog (十 9)zdz (3.7-29) 
式 中 我 们 利用 了 一 根 均匀 竖 直 细 杆 的 重力 势能 等 于 其 重力 乘 以 
质心 高 度 的 事实 。 图 3.7.3 体积 元 内 的 流体 
更 方便 的 办 法 是 取 流 体 平 衔 时 的 重力 势能 为 零 ,那么 沿 = 轴 的 重力 势能 
方向 单位 厚度 、 沿 zx 轴 方 向 长 度 为 dz 的 体积 元 内 的 流体 的 重力 
势能 为 
和 Fg [0 (3.7-30) 


在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
dE,o (As = 1) 一 二 pg [(h TO — hdr 一 村 osasdz 
由 此 得 
E,o (Ax = 1,Az = 1)= ea 
除了 重力 势能 ,还 有 表面 张力 引起 的 表面 能 。 表 面 张力 是 液体 表面 层 里 分 子 之 间 的 相 


互 作用 力 的 统计 平均 ,表面 张力 系数 o 等 于 单位 面积 液 面 的 表面 能 。 沿 = 轴 方向 单位 厚度 、 
沿 工 轴 方 向 长 度 为 dz 的 面 元 内 的 流体 的 表面 能 为 


dEsc(Az =1)=o Vdry Fd) =o,/1+ (里 ) so[1+ 和 (FE) J 
更 方便 的 办 法 是 取 流 体 平衡 时 的 表面 能 为 零 ,那么 沿 x 轴 方 向 单位 厚度 . 沿 z 轴 方向 长 
度 为 dz 的 面 元 内 的 流体 的 表面 能 为 
dEwc (A =1) 守 o 让 (下 ] 


57 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 


于 a LE wa 
dE,.c(Az = 1) 之 o 2 多 dz dz 
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由 此 得 
ka’ 


4 
因此 波 传播 时 沿 = 轴 方 向 单位 厚度 、 沿 x 轴 方向 单位 长 度 的 体积 元 内 的 流体 的 动能 和 势能 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 分 别 为 


i 天 = FE 
Er(Az 王 1,Az 王 1) La 二 (二 区 , 动 二 okcsazcoth 


Euc(Az 三 1,Az 三 1) 


(C33731) 


EA(Az = lA = 1)=Bo(Mz = lyAz= 1 Ee(ir= lyAz= 1) 


平均 动能 和 平均 势能 相等 ,这 不 是 偶然 的 ,是 位 力 定理 (位 力 定理 : 一 个 稳定 粒子 系 的 
总 动能 的 平均 值 等 于 其 位 力 ,位 力 定义 为 每 个 粒子 所 受 合力 与 其 位 置 矢量 点 积 之 和 的 平均 
值 的 一 半 的 负 值 ) 的 结果 ,这 是 因为 每 个 流体 质点 在 平衡 位 置 附近 作 简 谐 振动 。 沿 波 传播 方 
向 单位 长 度 的 流体 的 平均 能 量 为 

BE(MAx = 1A= =B(Ay= LAs E(tAs = l= 1 


Lat = 
a (3.7-32) 


4， 群 速度 

如 果 波 源 以 频率 w\ 振 幅 4 作 简 谐振 动 ,振动 时 间 无 限 长 ,不 考虑 波 传播 时 的 能 量 损失 ， 
那么 它 发 出 的 波 就 是 严格 的 平面 简 谐 行 波 ae=- ,其 波 列 在 空间 上 无 限 延伸 ,空间 各 点 的 
振动 是 同 频率 、 同 振幅 的 简 谐振 动 。 实 际 的 波 列 只 是 在 空间 某 一 有 限 范围 内 \ 在 一 定 的 时 间 
问 陋 内 发 生 , 记 以 平面 简谱 行 波 是 一 个 理想 模型 。 根 据 传 里 叶 分 析 , 任 何 一 个 波 列 都 可 以 分 
解 为 无 穷 多 个 不 同 频率 .不 同 振幅 的 平面 简 谐 行 波 的 到 加 。 由 一 群 波幅 和 周期 都 很 接近 的 
平面 简谱 行 波状 加 后 形成 的 波 列 称 为 波 包 。 如 果 我 们 对 水 面 作 一 个 小 的 扰动 ,就 会 产生 无 
穷 多 个 波 数 接近 k 的 平面 简 谐 行 波 秋 加 形成 的 波 包 ”Ya (hk)ew?dk。 

由 于 组 成 波 包 的 这 些 平面 简 谐 行 波 的 波 数 接近 妈 , 波 包 可 以 简化 。 使 用 a (4) 宇 a (ho)， 


o(Osot) 十 [ 咕 ) (一 ko ) , 令 尼 一 人 一 如 并 积分 得 


0 十 AR Ak i i a 
| Ak je dh eh | explik [> 二 (到 ) 4] dk 
ko—Ak Ak ok t= 


; | 
sin| | 工 一 ( 爱 芝 | 
| [ ok 一 to ] ei[tor wxto) 可 


2a (ko) a (3.7-33) 
2 
我 们 看 到 , 波 包 的 振幅 以 速度 3 ] ， 传 播 , 称 为 群 速度 。 因 此 群 速度 为 
ce 一 2 (3.7-34) 


< , 
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5. 重力 波 的 能 量 传播 速度 
考虑 某 一 坚 直 横 截面 上 重力 波 产生 的 压力 随时 间 变 化 的 部 分 对 右边 流体 所 做 的 瞬时 
功率 


| 00 500 


h 4 1 2kh . 
| ma dy 一 CC @ 十 Span jeonw sink(z— ct) (97-0 


of gt dr 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
hn kc3a? 2 1 
[ pordy = 2 和 人 | 二 jeonw = Zsa (3.7-36) 


式 中 cs 为 重力 波 的 群 速度 


gw 1 7 ,2kh y | 2kh 

| 和 anhw (1 | i ) 2 @ | 5 (3.7-37) 

从 方程 (3.7-32) 我 们 知道 i , 沿 重力 波 传播 方向 单位 长 度 的 波 的 平均 能 量 为 地 pga*， 因 
此 式 (3.7-36) 告 诉 我 们 ,能 量 以 平均 速度 cs 穿 过 垂直 于 传播 方向 的 平面 。 


3.7.4 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 


1, 驻 波 的 波长 
考虑 限制 在 两 个 固体 平面 之 间 的 流体 ,流体 作 二 维 无 旋 运 
动 ,如 图 3.7.4 所 示 。 边 界 条 件 为 : 在 水 底 平 面 和 两 个 固体 平 
面 上 流 函 数 为 常数 , 即 
y(y=0)= const, y(x = 0)= const 
y(zr = LL)= const 
当 两 列 振幅 相同 、 频 率 相同 、 振 动 方向 相同 的 平面 简 谐 波 以 相反 ”图 3.7.4 二 维 表 面 张力 - 
方向 传播 时 ,和 琶 加 形成 驻 波 , 即 重力 简 谐 驻 波 


内 二 


(3.7-38) 


sinhAysin&( 工 一 ct )， sinhkysink (r++ct) 


Ca 
2sinhkh w= Zein i 


y= 由 十 电 = 二 fn Sinhky sinkr cosw 


加 =——— coskrcoshkycoswt (3.7-39) 
5 
该 驻 波 自动 满足 边界 条 件 式 (3. 7-38) 中 的 前 两 个 ,第 三 个 边界 条 件 y(x==L) 王 const 要 求 
sin 2 一 0， 即 
) 一 下 n=1,2,3,.) (3.7-40) 
2. 流体 质点 轨迹 
流体 速度 为 
VD, 一 于 = 一 一 sinkr coshky coswt 
_ (3.7-41) 
Wy 全 2 ka ooprsinhkycosnt 


9y sinhkh 
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记 一 个 流体 质点 的 位 置 为 (z,y) ,其 平均 位 置 为 (ze,ye), (zo,yo) 也 是 平衡 位 置 。 由 于 流 
体质 点 偏离 平衡 位 置 很 小 ,在 (z,y) 处 流体 的 速度 可 以 用 平衡 位 置 处 的 值 代替 ,所 以 有 


ar ~ kca 


Uz 天 人 兰 拉 ( 工 一 zoyy = yo)= sh sinkrocoshkyocoswt 
3 (3,7-42) 
vy Ee 之 v,(rT= x0ry= Yo) i coskrosinhkyocoswt 
积分 得 流体 质点 的 运动 方程 
Nope a 本 
工 一 To 一 i sinkrocoshkyosinwt 
(3:7=43) 
?3 一 3 加 三 一 ih okro sinhkyo sinwt 
消去 时 间 参 数 1 得 流体 质点 的 轨迹 方程 
三 一 一 cotkrotanhkyo (3.7-44) 
® Xo 
所 以 流体 质点 轨迹 为 一 直线 。 
3. 驻 波 的 能 量 传播 


考虑 位 于 两 个 固体 平面 之 间 的 某 一 竖 直 横 截面 上 波 产 生 的 压力 随时 间 变 化 的 部 分 对 右 
边 流体 所 作 的 瞬时 功率 


y * 9B a CRcza2 sinh2kh 
上 md | at 到 和 8 人 t 2kh 


在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 


Jeornes sin2krsin2wt (3.7-45) 


『 psdy =0 (3.7-46) 
我 们 看 到 ,平均 而 言 , 驻 波 没有 能 量 传播 。 
可 以 证 明 , 驻 波 的 总 能 量 E= E, (Az=1) 十 Epo (Az 二 1) 十 Esc (Az==1) 守 和 恒 ( 习 
题 3-7-7)。 


3.7.5 三 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 


考虑 长 方 体形 的 由 固体 平面 组 成 的 容器 ,长 为 工 , 宽 为 0, 平 
衡 时 的 水 深 为 h, 取 容器 底部 平面 为 xz 平面 ,如 图 3.7.5 所 示 。 
水 的 自由 表面 满足 的 条 件 式 (3.7-11) 变 为 


(e 5 Hog 了 0 “志和 )， 0 (3.7-47) ” 
WI 图 3.7.5 长 方 体形 的 容器 
v(tr=0)=v(r=L)=0 
v(xz=0)=v(z=6)=0, v,(y=0)=0 (3.7-48) 
我 们 用 分 离 变 量 法 来 求解 VB 二 0, 设 
®@= f(r)fy(y)f:(z)coswt (3.7-49) 


把 式 (3.7-49) 代 入 VB=0, 得 


多 
a 
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由 于 上 式 左边 中 的 三 项 分 别 是 +、y 和 < 的 函数 ,为 了 保证 方程 的 成 立 ,这 三 项 必须 是 常 
数 , 即 

天 2 Fe 让 多 一 2 2 一 12 本 
天 kz， 六 ARz ， 更 kr,， kz 二 +k: 二 上 (3.7-50) 
式 中 ; 、k: 和 为 待定 常数 。 由 边界 条 件 式 (3.7-48) 知 ,kk 和 k 均 为 实 常数 , 解 为 


nz _ NN 


中 


ca 全 
opi KT cosk.zcoshkycoswt, k, = 
(C3,7=51) 


2 2 
k= (至 ) +( 至 | (Case = 土 1, 土 2, 土 3,…) 


式 中 a 为 水 的 自由 表面 的 竖 直 位 移 & 的 波幅 。 
把 式 (3.7-51) 中 的 代入 式 (3.7-47) 得 


ko 
w= kc = BR 十 tanhkh (3.7-52) 


可 以 证 明 , 驻 波 的 总 能 量 E=E 十 Ei.o 十 E,.c 守 恒 ( 习 题 3-7-8)。 


3.7.6 ”水渠 里 的 长 重力 波 


假设 水 渠 无 限 长 ,长 度 方向 取 为 xz 轴 , 如 图 3.7.6 所 示 。 
渠道 的 横 截 面 可 以 是 任意 形状 ,渠道 中 水 的 横 截 面 的 面积 为 
S(z,1)。 由 于 流体 沿 渠 道 运动 ,流体 速度 沿 渠 道 方 向 的 分 
量 远 大 于 其 他 分 量 , 即 vw >v,,v, >v.。 我 们 使 用 这 个 条 件 
来 简化 欧 拉 方 程 


学 =—2+a) 77TTTTTTTTTTTTTT 
于 3.7.6 里 的 长 重 才 
入 图 水 渠 里 的 长 重力 波 
ou __ 19p 
本 (3.7-53) 
y 分 量 为 
a fp 后 
S(t)=0 (3.7-54) 


水 的 自由 表面 的 上 方 的 压强 为 大 气压 po: 即 p(y 二 5) 二 po。。 把 式 (3.7-54) 积 分 并 应 用 
p(y 二 8) 三 po 得 


p=po—ps(y—¢) (3.7-55) 
把 式 (3.7-55) 代 入 式 (3.7-53) 得 
dv 一， 外 
一 (3.7-56) 


现在 写 出 连续 性 方程 。 考 虑 水 渠 里 相距 为 dz 的 两 个 横 截 面 之 间 的 流体 ,在 d 时 间 内 
从 这 两 个 横 截 面 流 进 去 的 净 流 体 体 积 为 


(Suzdi )z 一 (Suzdtl):iur 一 一 
在 d: 时 间 内 这 两 个 横 截 面 之 间 的 流体 体积 的 增 量 为 


al 


Svs) gqr 
9x 


9 
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(Sdzr jaa 一 《Sdx) = ddr 
由 于 水 是 不 可 压缩 的 , 净 流 进去 的 流体 体积 必须 等 于 流体 体积 增 量 , 即 
一 区 ) vd = Pqdr 
Ee at 
化 简 得 
9(Sv:) _ a5 
ar a 


假设 渠道 中 平衡 时 水 的 模 截面 的 面积 为 5S,, 横 截面 的 项 部 宽度 为 和。 由 于 重力 波 通过 时 
水 位 变化 不 大 ,水 的 模 截面 的 面积 可 以 近似 写 为 S 兰 S 十 mg, 代 入 式 (3.7-57) 并 略 去 小 量 得 


(3..7=57) 


— So) ,a (3.7-58) 
9 at 
把 上 式 对 时 间 求 偏 导 数 , 并 使 用 式 (3.7-56) 得 
9 (os 9) po 
g 2(5, = bh (3.7-59) 


如 果 渠 道 的 横 截 面 沿 长 度 方向 不 变 , 那 么 Se 为 常数 , 式 (3.7-59) 化 为 


gt _ gSo gk 
of bo gz? 


上 式 为 波动 方程 。 波 的 传播 速度 为 
2 ES _ 
< 一 ce = [hh (3.7-61) 


3.7.7 两 个 流体 分 界面 上 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 


考虑 位 于 两 个 固定 的 水 平 固体 平面 之 间 的 两 个 流体 ,密度 
和 厚度 分 别 为 m ,wm 和 户 ,wm 二 (如 图 3.7.7 所 示 )。 现 在 
我 们 来 研究 两 个 流体 分 界面 上 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 。 
由 式 (3.7-8) 得 两 个 流体 的 压强 为 


(3.7-60) 


9 

pi ——al( tsy)+ D 
3.7=62) 

bs -pp( 冤 丰 sy )+ Ds 图 3.7.7 两 个 流体 分 界面 上 

的 二 维 简 谐 行 波 

式 中 D 和 D; 为 常数 。 
使 用 两 个 液体 分 界面 上 的 两 侧 压强 遵守 的 公式 (2. 3-6) ,得 
2 
广 (y 一 右 十 人) 一 p(3 一 三 十 加 一 一“ (3.7-63) 


把 式 (3.7-62) 代 入 式 (3.7-63) 得 


DG， DG， 
a at (i oat 


2 
) Fn -peh tt DD = (C700 
Jy 


9x 
式 中 D: 一 Di 由 水 静止 条 件 即 5 一 0 和 二 Bs 王 0 确定 ,得 

也 :一 六 =— (po —p:)ghi (3,..7=68) 
把 式 (3.7-65) 代 入 式 (3.7-64) 得 
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tt PP)e 5 


aD 9g, 
名 Bja te oat 


由 于 流体 质点 偏离 平衡 位 告 很 小 ,有 (2 ), ,全 (区 加 和 ( 强 ) ,= 党 )， , 
所 以 上 式 简化 为 | | | 


oat at 2 
在 分 界面 上 流体 的 法 向 速度 分 量 相等 ,由 于 分 界面 偏离 水 平面 很 小 ,法 向 速度 分 量 可 以 用 y 
轴 方 向 速度 分 量 代替 , 即 wy (y 二 hh 十 5) 三 vo, (y 二 hh 十 5) ,由 此 得 分 界面 条 件 


(sl 
oat 9y /= 长 9y J =n+s 


由 于 流体 质点 偏离 平衡 位 置 很 小 ,[ 32 ] ，， 和 | 3 】 。，， 可 以 用 平衡 位 置 处 的 值 代替 , 即 


ay 5y 


0 BL 9 
EE ( 人 ] ( | (3.7-67) 
y= 3 一 各 


Be 98 了 
(a +—pz :| ,+t (mp) = lg (3.7-66) 
和 


A Aay ay 
把 式 (3.7-66) 对 时 间 求 偏 导数 并 使 用 式 (3. 7-67) 得 
og 92g, DG D3G 
(a Fe 一 5 ), tT (pp)g ( ay } 外 | S35 
另外 需要 满足 的 边界 条 件 是 ,在 两 个 固体 表面 上 流 函 数 为 常数 , 即 
(y= 0)= const, gr(y = ht+h,)= const (3.7-69) 
设 两 个 流体 分 界面 上 有 简 谐 行 波 5 二 asin (kz 一 wt ) ,把 它 代 入 式 (3.7-67) 并 积分 得 
B= fi(y)cosk(r—o), B= f(y)cosk(r— ct) 


/ 有 (3.7-70) 
f1(h)= f;(h)=— kca 
把 式 (3.7-70) 中 的 B 和 更 分 别 代 入 束 @ 二 0 和 V8 二 0, 得 
f= 0 f= (3.7-71) 
解 为 
万 三 Aiep 十 Bie5， 亡 一 Aseb 十 Be 《7 
式 中 Ai、Bi、As 和 B, 为 常数 。 
9 9 
利用 刀 一 守 一 入 积 分 得 
= 一 (Ae —Be®)sink(r—«) 《全 六 


pz 一 一 (Azeb5 — Bee® )sink(zr—a) 
把 式 (3.7-73) 代 入 边界 条 件 式 (3.7-69) 得 
A = By 
把 上 式 代 入 fi (h)= 二 fi (nh) 二 一 kca 得 


= Oa ei 
师 二 sinh kh sinhkysink (x —ct), 几 SR bhty hi—h)sink(r—a) 

= ca 加 
Vy sinh kh coshkycosk(z—ct), 罗 本 本 coshk(y—hi—h;)cosk(z— ac) 


(3.7-74) 
把 式 (3.7-74) 中 的 B 和 ,代入 式 (3.7-68) 得 
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(0p + 


picothkh' + pcothkh A 


习题 
3-7-1 证 明 
cos(Zz 十 iy) 王 cosrcos(iy)— sinzsin(iy)= coszcoshy 一 isinzrsinhy 


利用 上 式 证 明 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 的 复 势 为 


Ca 日 
Sap KT 十 iy 一 c) 


3-7-2 考虑 本 节 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 ,水 无 限 深 。 坐 标 系 取 为 图 3. 7.1。 证 明 
y= caexp(ky)sink(rT—ad), 更 三 一 cexp(Ay )cosR(Z 一 C) 
w =— caexp[ky —ik(z—«)] 
证 明 流体 质点 的 轨迹 为 圆 。 
3-7-3 考虑 本 节 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 ,证 明 沿 = 轴 方 向 单位 厚度 、 沿 zx 轴 
方向 长 度 为 的 体积 内 的 流体 的 动能 、 重 力 势能 和 表面 能 分 别 为 
E.(Azr = A,Az= 1)= as fa 广 p( 吕 十 成) 二 (pg + ok’ )a2A 


% 
二 三 dwell +t):—h:]= 了 ga 


% D 2 
Enc(Ax = 4A,Az = 1)= lo| dz 人 辣 一 了 ksa27 


9x 
3-7-4 证 明 本 节 中 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 的 复 势 为 


w= 二 


CQ 了 。 省 
SR oe ( 工 十 1y )cosowt 


3-7-5 考虑 本 节 中 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 , 水 无 限 深 。 坐 标 系 取 为 图 3. 7. 1。 


y= caexp(ky)sinkrcoswt, $=— caexp(ky)coskrcoswt 


w =— caexp (ky — ikr )coswt 


证 明 流 体质 点 的 轨迹 为 一 直线 2 二 一 cotkz。。 


I—zxo 
3-7-6 坐标 系 如 图 3.7.2 所 示 , 考 虑 如 下 的 两 列 具 有 相同 幅度 和 相同 频率 但 行进 方向 
相反 的 简 谐 行 波 : 


sink (x da), bb sink (x +e) 


它们 的 又 加 给 出 了 一 个 驻 波 


= 二 6 = asinkrcosowt 
证 明 复 势 为 


w 一 一 — sink (zx + iy)sinwt 


sinhkh 
证 明 流 体质 点 的 运动 方程 为 
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工 一 To 一 i okrocoshkyocoswt ， 7 一 加 一 sh sinkro sinhkyocoswt 
流体 质点 的 轨迹 方程 为 
>— 一 tan&zotanhAyo 
一 We 


因此 流体 质点 轨迹 为 一 直线 。 
3-7-7 考虑 本 节 中 的 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 ,证 明 水 的 表面 的 竖 直 位 移 为 


£ =— acoskr sinwt =— acos sinot 
Pe 
E.(Az = 1)= 上 dy | dz 去 p( 吕 十 吕 一 于 (pg + ok’)a?L coszowt 


Epc (Az= 1)= 二 | aas [(h+¢) CO—h:]= 了 go? sin? wt 


下 (ie 全 -于 全 lef dz 和 | 了 kza2L sinzal 
可 以 看 到 , 驻 波 的 总 能 量 E(Az=1)==E (Az=1) 十 Eb,e (人 Az 二 1) 十 Ep.c (Az 二 1) 和 守恒 。 
3-7-8 ”考虑 本 节 中 的 三 维 表 面 张力 -重力 简 谐 驻 波 ,证 明 水 的 表面 的 竖 直 位 移 为 


11z TXT NNnz 
COS 一 一 Sinw/ 
, b 


5 =— acoskirtcosk.zsinwt =— acos 
证 明 驻 波 的 总 动能 、 总 重力 势能 和 总 表面 能 分 别 为 
E. = La a 上 z 取 p( 巡 十 吧 十 丰 ) 一 ER + ok’)a’ Lp coszowt 


E 四 
E,c = 了 | dz dzpg [ (六 十 站) 一己 ] 王 Boga’L,b sin?wt 


Erp,c = = 了 上 dz 上 dz [( 基 3 二 (¥)]= BL sin? wl 
可 以 看 到 , 驻 波 的 总 能 量 玉 = 十 Eso 十 Ep.c 守 恒 。 
3-7-9 考虑 本 节 中 的 水 汇 里 的 长 重力 波 , 如 图 3.7.4 所 示 。 设 5 一 acos (kx 一 wl) ,证 
明 流 体 速度 为 
二 笃 cos( 好 = 
在 一 个 周期 内 波 的 动能 密度 的 时 间 平 均值 为 
症 Ra! ga 1 ga 
Ei ja Zi ol ) ho (es) 
取 流 体 平 衔 时 的 重力 势能 为 零 , 证 明 沿 z 轴 方 向 长 度 为 dz 的 体积 内 的 流体 的 重力 势 
能 在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
dE,.c = 


a gy 2 
3 bp td:= Tbopga’ dr = Tp (e) Sodz 


进一步 证 明 沿 x 轴 方 向 单位 长 度 的 体积 内 的 流体 的 动能 和 重力 势能 在 一 个 周期 内 的 时 间 
平均 值 分 别 为 


去 oa \2 ws 
志 :(Ax:= D= Jo[( 至 ] CO jr (EE) S 


Cg 
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因此 沿 波 传播 方向 单位 长 度 的 流体 的 平均 能 量 为 
E(Arz=1)= E.(Azr=1)+E,c(Ar = 1)= 了 (2)s, 
证 明 垂 直 于 波 传播 方向 上 的 某 一 横 截面 上 重力 波 产生 的 压力 随时 间 变 化 的 部 分 对 右边 
流体 所 做 的 瞬时 功率 为 
ey cr 
| puoids | os bv:dS=p < 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
| pvzdS = 了 (名 | Soes 
可 以 看 到 ,能 量 以 平均 速度 cs 穿 过 垂直 于 传播 方向 的 平面 。 
3-7-10 考虑 位 于 一 个 固定 的 水 平 固体 平面 之 上 的 两 层 流 
体 ,密度 和 厚度 分 别 为 c .os 和 有、hs, 上 表面 为 自由 面 ,表面 张力 


系数 为 o ,分 界面 的 表面 张力 系数 为 o, 如 图 3.7.8 所 示 。 
证 明 分 界面 和 自由 面 上 的 边界 条 件 为 


a 
ot 9y 3 有 9y 3 一 外 


2 
@ 5 一 网 十 (wm 一) 台 一 "5 


CQ2 
So cosz (kr 一 ol) 


图 3.7.8 两 层 流 体 


2 3 
(e 2 +pg 村 2 一 中 站 ), 0 
设 f=asink(x 一 ct)。Y¥@ 二 0 和 VB, 二 0 的 解 分 别 为 
@B = (A +Be®)cosk(r—e), B= (Ae +Be®)cosk(r— ca) 
式 中 A, 、B, 、A。 和 B: 为 待定 常数 。 
使 用 分 界面 处 的 边界 条 件 和 固体 表面 处 的 边界 条 件 ,证 明 


= 
$= Sa kyeosb(s a) 
二 a 
(a hi sinhkysink (zt—«) 
Aseai — Bse ™! 一 一 ca 


ozc(Aze% + Bre ™ )= Ba 三 一 pic*acothkh! 十 2 二 oka 


解 为 


Ba 一 pzcza Bu 十 oacza 
让 2emipc ” 3B 2e ipzsc 


使 用 自由 面 上 的 条 件 得 
一 应 (ke [A， Eritho) 十 Bye Mtha) ] 十 (pgk 十 aRs ) [A:ekmt+tz) 一 Boe Khthz) 1 二 看 
证 明确 定 相 速度 的 方程 为 


tanhkh; = p2c 
证 明 局 一 0 时 , 相 速 度 为 


2 Bk+ (pgtok’) 
(pg +ok’ )B+ po kc 
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= (# 十 2 janhw 
证 明 h, 一 0 时 , 相 速度 为 


t= [E+ Se tanh 


3-7-11 考虑 本 节 中 的 沿 位 于 两 个 固定 的 水 平 固体 平面 之 间 的 两 个 流体 分 界面 传播 
的 波 ,证 明 
E.(Ar=1,Az=1 -a 了 pi (于 十 三 + 六 ”ad 了 py (三 十 到 
kr(Azr 一 1,Az 王 1) 一 y oP (Vis viy) 网 y 2 0 (zz v2y ) 
一 了 kz (picothkh1 + pscothkh, ) 


1 CR2Q2 
一 天 (Am 一)8e + 


巨 ,c(Az 


1,Az 一 1) 一 去 p18 [On 二 5 一 局 ] 一 方 p81 (ha 一 5)* 一 彼 ] 


= 于 (wo —p: )ga’ 


ok’a’ 
4 


a _ 1 og 2 
Epc (Ax 1,Az 1) 储 7 (中 ) 


沿 波 传播 方向 单位 长 度 的 波 的 平均 能 量 为 E(Az=1,Az==1) = 二 (py 一 py ) ga 二 2 


3.8 声波 


本 节 我 们 要 研究 可 压缩 流体 中 的 一 种 特殊 类 型 的 机 械 波 , 由 流体 压强 提供 恢复 力 , 称 为 
声波 。 当 声 源 ( 机 械 振 动 源 ) 振 动 时 ,振动 体 带动 周围 相 邻 流体 的 微 元 一 起 运动 ,流体 微 元 受 
到 交 变 压强 作用 产生 密度 变化 ,密度 变化 又 产生 使 微 元 恢复 原状 的 压力 ,流体 微 元 交替 地 发 
生 压 缩 和 稀 朴 ,从 而 在 流体 中 以 压缩 和 稀 玻 的 方式 实现 密度 变化 的 传播 。 因 此 声波 又 称 为 


3.8.1 波动 方程 


在 3.7 节 我 们 已 经 证 明 , 只 要 波 的 振幅 远 小 于 波长 ,就 有 (vw，V)v<9v/91, 作 等 炉 运 
动 的 理想 流体 的 欧 拉 方程 (2. 1-16) 里 的 惯性 项 就 可 以 忽略 不 计 , 即 
9 


5 二 一 V(/) 十 三 ) 


取 上 式 的 旋 度 ,并 注意 到 初始 时 流体 是 静止 的 ,我 们 看 到 ,流体 运动 是 无 旋 的 , 即 v= Vv®。 
现在 忽略 重力 ,上 式 化 为 


9v 


n= 38 


即 +4]= 0, 解 为 
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各 = const (3. 8-2) 


考虑 气体 中 的 声波 ,由 于 传播 迅速 ,气体 的 运动 可 以 认为 是 绝热 的 ,并 假设 气体 是 理想 
气体 ,所 以 过 程 方程 和 单位 质量 的 烩 分 别 为 
p=Cp, h | te tC 3.8-3) 
由 于 声波 传播 时 气体 偏离 平衡 态 很 小 .有 
P=potp, p=p+po, ppo, pp (3.8-4) 
式 中 ,下 标 0 表示 气体 在 平衡 时 的 值 。 
把 式 (3.8-4) 代 入 式 (3. 8-3) 并 展开 ,忽略 高 阶 项 ,然后 使 用 式 (3. 8-2) 得 
9G p; a8 


pi po a aa yp at C3. 8=5) 
把 p==po 十 pr 代入 连续 性 方程 好 上 Vv。 (pv) 一 0, 并 忽略 高 阶 项 得 
9 
Ea 十 oo V v=0 
上 式 中 速度 w 用 速度 势 $B 表示 ,得 
9 
妇 +p VB=0 (3. 8-6) 
把 式 (3. 8-5) 中 的 第 二 个 方程 代入 式 (3. 8-6) ,得 
3 一 ce Ye@ (3.8-7) 
式 中 波 速 c= fo 式 (3. 8-7) 即 为 波动 方程 。 
3.8.2 一 维 波动 方程 
此 时 波动 方程 为 
DB _ ,00 _ 
二 让 (3.8-8) 
解 为 
B= fi(r—a)t+fi(zrtia) (3, 8-9) 


式 中 fi 和 f; 为 任意 的 函数 。 上 式 的 物理 意义 为 ,速度 势 fi 和 fs 分 别 代 表 以 速度 c 沿 xz 
轴 正 方向 和 负 方 向 传播 的 波 。 
如 果 声 波 是 简 谐 行 波 , 那 么 
B= Acos T(r—a) (3. 8-10) 
式 中 ,4 为 波长 ,周期 为 T==X/c,A 为 常数 。 
由 式 (3. 8-10) 可 得 


or _ 00 2 2 
A 元 A Sin (二 一 全 
(3.8-11) 
A 2x oD 
“ To cos 《二 一 相让 To 
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式 中 zo 为 流体 微 元 的 平衡 位 置 。 设 流体 微 元 的 速度 振幅 为 w ,有 
一 4 经 一 mm (3. 8-12) 


声波 的 强度 定义 为 穿 过 单位 面积 波 阵 面 输送 的 能 量 的 平均 值 [。 穿 过 单位 面积 波 阵 面 
输送 的 能 量 为 


pv (x 加 ) 问 [2* pA 2mesin Ez oA TEsin E(x co) 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
1i 三 喜 于 | md 2 pe 二 oo 二 (3.8-13) 
3.8.3 一 维 柱 形 管 中 的 驻 波 
现在 确定 一 维 柱 形 管 中 的 驻 波 。 设 解 为 
$= F(z)cosBt (3.8-14) 
式 中 8 为 常数 。 把 式 (3. 8-14) 代 入 式 (3. 8-8) ,得 
df 让 二 
We 


上 式 为 简 谐 振动 的 动力 学 方程 ,其 解 为 
= Deos + Bsin 经 

即 

天 一 (Deos 笃 二 Bsin 攻 Jcosp (3. 8-15) 
式 中 DD 和 B 为 常数 。 

考虑 柱 形 管 的 两 端 是 封闭 的 情形 ,两 端面 的 流体 速度 为 零 , 即 边界 条 件 为 
A = 竺 | 一 0 (3. 8-16) 
式 中 工 为 管 的 长 度 。 把 式 (3. 8-15) 代 入 式 (3. 8-16) ,得 
B=0, sin 比 =0 

解 为 


通 解 为 
$= 2 Ducos WEEcos ZL C35.8=17) 
n=1,2 L L 


式 中 D, 为 常数 。 


3.8.4 球面 波 


如 果 扰 动 相对 于 原点 是 球 对 称 的 , 即 @ 王 @(r~::) ,波动 方程 (3. 8-8) 化 为 一 维 波动 方程 
P00)_ 1.708) 


8 到 or (3. 8-18) 
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解 为 
B= fra)+tfi(ria) (3.819) 
【 例 1】 一 固体 球 在 气体 中 作 简 谐振 动 .速度 为 vu 二 vocoswt。 这 里 w 为 振动 圆 频率 ,vo 
为 速度 振幅 。 以 球 心 的 瞬时 位 置 为 坐标 原点 ,= 轴 沿 球 振 动 方向 ,证 明 波 动 方程 的 解 为 


1 a 


= ReA 元 


cosO 


式 中 = 二 w/c。 求 出 常数 A。 
证 明 : 根据 题 中 所 给 @ 得 


Bi a2 a E/T 半 可 eic 一 wt) 
5 一 jzReA 元 cosb = ReA (一 io) ne cos0 


1a12 1 3af， aia ae 

Vg ReA [= 2 EG 区 上 + rising (sin0 廓 )] 广 沪 cosg 
9 iwn) A): 98 1 9g 
=Re (ik)’ A cosO 地 5 a 


式 中 =w/c。 我 们 看 到 ， Wa 时 一 < VV, 的 确 是 波动 方程 的 解 。 
速度 分 量 为 
i -wt 和 3 2 
We 9 = ReA 和 全 a ReA [二 二 十 5 ]e cos0 
a 2 9 io) H a 5 
ww 一 二 给 =Re 二 入 六 人 cos0 Rea| 三 二 《人 ]e ”sang 
使 用 边界 条 件 w |,=。 王 zwcoswtcosb, 得 
pe ee 
0 2—2ika — pa’ 


【 例 2】 计算 例 1 中 的 固体 球 在 气体 中 作 简 谐振 动 时 所 发 射 的 平均 功率 。 
解 : 流体 压强 公式 为 
ag 


P=po—p Ar 


球 表面 的 压强 为 
p(r=a)=po + Re [aaAio 郊 一 全 oo] 


(— ka’ )coswt + (2+ ka’ )sinwt 
4 十 kas 


cosO 


bo — povowa 
流体 施加 在 固体 球 上 的 合力 为 
F=F. =—| dp ec 一 Q)。cosg。azsin0d0 


大 起 (— ka’ )coswt + (2+ ka )sinwt 
3 4 十 lai: 


流体 施加 在 固体 球 上 的 合力 所 做 的 功率 为 


4 3 (— ka’ )cosot t+ (2++ hk a’ )sinwt 
P= yh 4 ka 


Coswt 


在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
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2 


Fo= 3 po vok as 


1 
4 十 ka 


故国 休 球 在 气体 中 作 简谱 振动 时 所 发 射 的 平均 功率 为 一 Fo 于 pfwk?as rt。 


【 例 3】 接 例 2, 计 算 单位 时 间 内 穿 过 距离 固体 球 很 远 的 同心 球面 所 输 运 的 能 量 。 
解 : 取 一 个 与 固体 球 的 球 心 同心 的 很 大 的 球面 ,在 计算 的 最 后 令 其 半径 Ro。 考虑 
其 上 的 一 个 面 元 dS ,球面 内 的 流体 施加 在 面 元 dS 人 pdS, 单 位 时 间 内 所 做 的 功 为 
pv* ds = pu,dS = (me po 宇 j， dS 
式 中 dS 的 方向 沿 径 向 向 外 。 


由 于 含有 po 的 那 一 项 对 输 运 的 能 量 的 平均 值 没有 贡献 ,可 以 忽略 。 当 R 一 时 ,只 有 
最 大 项 不 为 零 , 即 


i(kR—wt) hk? itR-e) 


pv»dS | mA ]: Rel A 下 ]* «os*0dS 
iw 人 Rl eR 二 coszgdS 
一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 


Ro pvikiwas dS 
"OR TF Rar cos 0 


因此 单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 固体 球 很 远 的 地 方 的 同心 球面 的 单位 面积 所 输 运 的 平均 能 
量 为 


pv*dS 


2 vik’wa® 1 
Re 


单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 固体 球 很 远 的 整个 同心 球面 所 输 运 的 平均 能 量 为 


2 k3 oc 
Om eds cos0 


2.3 
一 ee 和 i127 x | dg cosgsing 


po kan 
4 二 Ra 
【 例 4】 一 半径 为 a 的 无 限 长 固体 圆柱 在 气体 中 作 简 谐振 动 ,速度 为 v 一 zcoswl! 。 这 
里 w 为 振动 圆 频 率 ,w 为 速度 振幅 。 在 极限 a 人 >A 下 ,计算 单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 圆柱 很 
远 的 单位 长 度 同 轴 圆 柱 面 所 输 运 的 能 量 。 
解 : 取 平面 坐标 系 的 原点 位 于 圆柱 对 称 轴 的 瞬时 位 置 上 ,z 轴 沿 振动 方向 ,在 圆柱 表面 
上 的 气体 速度 径 向 分 量 为 v, 二 vocoswtcos0。 在 平面 坐标 系 (r,0) ,波动 方程 的 通 解 为 


$= DDH? (kr ) (Aicosl0 十 Bisin1g)e 和 
1=0 


式 中 ,HJ? (x) 为 第 一 种 汉 克 尔 函 数 (the Hankel functions of the first kind) 中 ,系数 A, 和 B, 由 
圆柱 表面 的 边界 条 件 和 侍 里 叶 级 数 展开 确定 。 由 圆柱 表面 上 的 气体 速度 径 向 分 量 得 


$= w eH (kr )cosge ™ 
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在 极限 a>X 下 ,利用 渐 近 公式 


HP (7) /ei 
sy 要 


= vo LQ Eire) 


ik 


vr, Less ela ere | Ecos(kr — wt )cos0 
Nr 
p 一 Re ee /本 ceoeosg| po 于 /2 cos(kr — wt )cos0 


单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 圆柱 很 远 的 地 方 的 半径 为 R 的 同 轴 圆 柱 面 的 面 元 dS 所 输 运 的 平 
均 能 量 为 


cos0 


二 二 二 二 有 R ~ co 2 
pu 。dS 一 加 rdS 一 和 RdS cos20 


单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 圆柱 很 远 的 单位 长 度 同 轴 圆 柱 面 所 输 运 的 平均 能 量 为 
CO 中 dS cos’0 = vie 站 cos20d0 = TOL i 

习题 

3-8-1 利用 式 (3. 8-2) 式 (3.8-3) 和 式 (3. 8-4) 推 导 式 (3. 8-5)。 

3-8-2 一 根 一 维 柱 形 管 , 放 在 空气 中 , 管 一 端 是 封闭 的 , 另 一 端 是 开放 的 。 在 开放 的 
那 端 ,压强 不 变 ,为 大 气压 。 证 明 边界 条 件 为 2| “==0, 守 | ， 一 0。 求 波动 方程 的 解 。 

3-8-3 同 习 题 3-8-2, 但 管 两 端 都 是 开放 的 。 

3-8-4 ”证明 对 于 球面 波 , 波 动 方程 (3. 8-8) 可 化 为 一 维 形式 式 (3. 8-17)。 

3-8-5 证 明 在 球 坐 标 系 中 如 果 声 波 的 速度 势 具有 形式 B= 二 f(r)e “cos0, 那 么 

天 三 (A + 
dr 


区 
式 中 A 和 B 为 常数 。 

3-8-6 已 知 在 一 球面 + 二 a 上 流体 的 径 向 速度 为 v, 二 wf (cos9)coswt, 这 里 w 为 振动 
圆 频率 。 证 明 在 球 坐 标 系 ,波动 方程 的 通 解 为 


B= >)Aihfp (kr )Pi(cos0)e™ 
式 中 hf? (xz) 为 第 一 种 球 汉 克 尔 函数 9, 例如 hs? (zx) 一 一 i 十 e* ,hf (= 人 i 二 


hp (一 [一 得 一 总 +i 十 je。 系数 4 由 下 式 给 出 


= i ; 2 lo | fe P(eos0) sin0do 
3-8-7 点 声 源 产生 的 声波 由 习题 3-8-6 中 的 /==0 那 一 项 描述 , 即 


Ao ee 


$= Aoht? (kr)Po (cost)e ™ =—i 开 
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式 中 A。 为 实 常数 。 证 明 所 发 射 的 总 平均 功率 为 2rooAiwk !。 

3-8-8 一 固体 球 在 气体 中 作 简 谐振 动 ,速度 为 v 二 vocosw!。 这 里 w 为 振动 圆 频率 ,vo 
为 速度 振幅 。 以 球 心 的 瞬时 位 置 为 坐标 系 原 点 ,= 轴 沿 球 振动 方向 。 

(1) 证 明 波动 方程 的 解 为 


o 


d ine 
= vo a (kr )Pi (cosO)e 


(2) 在 极限 a>X4 下 ,证明 球面 外 的 速度 势 为 
$=w i (cosO)e' mo) 
单位 时 间 内 穿 过 距离 声 源 很 远 的 地 方 的 半径 为 R 的 球面 的 单位 面积 所 输 运 的 平均 能 量 为 


Co [P, (cosb)]? ,计算 所 发 射 的 总 平均 功率 。 


(3) 在 极限 a>X 下 ,流体 施加 在 固体 球 上 的 合力 为 
F=F,=— po vo wa coset 
流体 施加 在 固体 球 上 的 合力 所 做 的 功率 为 
Fv = F.v =— Spoviwa? cos’ wt 
一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
Fo 一 一 到 osioa: 


3-8-9 已 知 在 一 球面 r 二 a 上 流体 的 径 向 速度 为 v, 二 voPi (cosO)coswl!。 这 里 ow 为 振 
动 圆 频率 ,vo 为 常数 。 
(1) 证 明 波动 方程 的 解 为 


0 hsY? (kr )P' (cosO)e ™ 


wd _ 
™ qh? (ka) 
(2) 在 极限 a>X 下 ,证 明 球面 外 的 速度 势 为 


$= 次 PP (cosO) em 
单位 时 间 内 穿 过 距离 声 源 很 远 的 地 方 的 半径 为 R 的 球面 的 单位 面积 所 输 运 的 平均 能 量 为 


如 ge [Pi(eos0) ] ,计算 所 发 射 的 总 平均 功率 ， 
(3) 在 极限 a<4 下, 证明 球面 外 的 速度 势 为 
ia ._3 3 
9 Rr) Cer) 
距离 声 源 很 远 的 地 方 (kr 一 号 ) 的 速度 势 为 
贡 = 4 
se R 的 球面 的 单位 面积 所 输 运 的 平均 能 量 为 


Cos ee [Pi (cos0)] ,计算 所 发 射 的 总 平均 功率 。 


3-8-10 一 半径 为 a 的 充满 气体 的 固体 球 壳 作 简 谐 振动 ,速度 为 v 二 vocoswt。 这 里 


ea vo 十 i 二 ] Pi(eos0ye se 


hh (cosg) eee 
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为 振动 圆 频 率 ,w 为 速度 振幅 。 以 球 心 的 瞬时 位 置 为 坐标 系 原点 , z 轴 沿 球 壳 振 动 方向 ,证 
明 速 度 势 为 


$= Re 全 (4e 十 到 一 JE cos0 = Re FD Sn em cos0 
求 出 常数 A、B 和 DD。 
3-8-11 接 习题 3-8-10, 计 算 流 体 施加 在 固体 球 党 上 的 合力 及 其 所 做 的 功 ,以 及 功 在 
一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 。 
3-8-12 接 例 4, 但 在 极限 a<X 下 。 证 明 : 
xka’ 


$=v aH (kr )cosge 径 


i 


HP (zx) /ei) 
— co 2 
i vo 区 / 志 ei(e ) cosb 
Ur, rel 芭 /二 ec) cow0| 
: 国 


kzaz /2 3r _ 
Vo 二 cos( 和 fot jeow 


7 一 co 2 本 
p po 十 Re| om 2 /有 sr ) eos0 | 


1 rpkua2 /2 ( 3 ) 
po Tpovo 2 了 cos kr wt |cos0 


单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 圆柱 很 远 的 地 方 的 半径 为 R 的 同 轴 圆 柱 面 的 面 元 dS 所 输 运 的 平 
均 能 量 为 


= 2 hb204 
pu" 5 cos20 


单位 时 间 内 穿 过 距离 振动 圆柱 很 远 的 单位 长 度 同 轴 圆 柱 面 所 输 运 的 平均 能 量 为 
noo vs wh a 20_ npviwkiat [** _ Nipoviwhk’at 
za 人 全 中 ds cos0 一 | cos’0d0 一 一 人 
3-8-13 线 声 源 产生 的 声波 由 例 4 给 出 的 通 解 中 的 /=0 那 一 项 描述 , 即 


6= AH (kr)je™ 
式 中 Au 为 实 常数 。 证 明 : 


单位 时 间 内 穿 过 距离 声 源 很 远 的 地 方 的 半径 为 R 的 同 轴 圆 柱 面 的 面 元 dS 所 输 运 的 平均 能 
量 为 


一 一 -一 R~c 
pvu* de ads cosz0 


证 明 所 发 射 的 总 平均 功率 为 mAiw。 


黏 性 流体 的 运 


4.1 广义 牛顿 籍 性 定律 


4.1.1 符 性 应 力 张 量 


由 于 分 子 之 间 的 相互 作用 势能 随 着 距离 的 增加 而 迅速 减 小 ,在 很 大 的 距离 下 按 距 离 的 
六 次 方 的 倒数 规律 减 小 ,因此 流体 分 子 之 间 的 相互 作用 范围 是 极为 短程 的 ,大 约 只 有 零点 几 
个 纳米 ,从 微观 角度 看 ,流体 内 部 的 任意 两 个 相 邻 部 分 之 间 的 相互 作用 只 是 出 现在 其 分 界面 
两 侧 附近 厚度 为 零点 几 个 纳米 的 分 子 层 内 的 分 子 之 间 。 因 此 从 宏观 角度 看 ,流体 内 部 的 
任意 两 个 相 邻 部 分 之 间 的 相互 作用 可 以 近似 为 表面 力作 用 ,可 以 引进 应 力 张 量 来 描述 。 
把 流体 内 部 的 任意 两 个 相 邻 部 分 的 分 子 之 间 的 相互 作用 作 统 计 平 均 处 理 就 可 获得 黏 性 
应 力 。 

考虑 运动 流体 的 一 部 分 , 随 着 时 间 的 推移 ,其 体积 V(4) 和 表面 S(4) 不 断 变化 ,但 质量 六 
不 变 ,在 第 2 章 我 们 推导 了 理想 流体 的 动量 平衡 方程 


和 mas 一 | 
dt we SD) ws ve? Ea 


我 们 看 到 ,作用 在 理想 流体 表面 上 的 力 只 有 压力 ,方向 垂直 于 流体 表面 向 里 。 但 是 对 于 黏 性 流 
体 ,作用 在 流体 表面 上 的 力 除了 压力 ,还 有 黏 性 力 ,方向 既 可 以 垂直 于 流体 表面 ,也 可 以 位 于 流 
体 表面 的 切面 上 。 作 用 在 单位 面积 流体 表面 上 的 力 称 为 应 力 。 在 流体 内 部 选取 一 微 元 ,要 求 
该 微 元 的 一 个 面 元 的 外 法 线 方向 平行 于 直角 坐标 系 的 一 个 坐标 轴 方 向 ,把 作用 在 该 面 元 上 的 
应 力 沿 三 个 坐标 轴 方 向 分 解 , 所 得 应 力 分 量 称 为 应 力 张 量 6 。 

我 们 规定 ,如 果 面 元 的 外 法 线 方向 与 坐标 轴 正 方向 一 致 , 则 其 。 
上 指向 坐标 轴 正 方向 的 应 力 张 量 为 正 ,反之 为 负 ; 如 果 面 元 的 ob 
外 法 线 方向 与 坐标 轴 负 方向 一 致 , 则 其 上 指向 坐标 轴 负 方向 的 

应 力 张 量 为 正 , 反 之 为 负 。 应 力 张 量 mm 的 第 一 个 下 标 表示 面 元 

的 外 法 线 方向 ; 第 二 个 下 标 表示 应 力作 用 的 方向 ,如 图 4. 1.1 图 4 虐 1 应 力 张 量 的 方向 约定 
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所 示 。 把 应 力 张 量 扣除 压强 的 贡献 定义 为 黏 性 应 力 张 量 o, 即 6 二 一 p65 十 o%。 这 里 3 为 
克 罗 内 克 (Kronecker)6 函数 ,定义 为 i 了 zj ,65 二 0; i 一 六 2 一 1。 

现在 使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 及 记号 ( 式 (2. 2-6))。 如 果 面 元 dS 的 外 法 线 单位 矢量 
为 n 二 niei; ,那么 可 以 把 面 元 dS 分 别 向 三 个 直角 平面 投影 ,然后 根据 上 面 的 规定 写 出 作用 在 
面 元 dS 的 每 一 个 投影 ndS 上 的 黏 性 力 , 很 容易 看 到 , 施 于 面 元 dS 上 的 沿 z; 轴 方 向 的 黏 性 
力 为 FdS=cfxzdS, 所 以 只 要 在 上 式 中 加 入 黏 性 力 的 贡献 即 可 得 黏 性 流体 的 动量 平衡 方程 


d 中 Be | 9s 
dt ee ‘dV 本 pos a Wm 45 We Ed 
DSS 
= ands x | a dV (4.1-1) 
因此 施 于 一 外 法 线 单位 矢量 为 n 的 面 元 dS 上 的 总 力 为 
fdS = noieidS (4.1-2) 


【 例 1】 一 半径 为 a 的 固体 球 在 流体 中 运动 ,用 应 力 张 量 写 出 作用 在 球 上 的 力 。 
解 : 把 球 坐 标 系 的 原点 取 为 球 心 的 瞬间 位 置 ,那么 球面 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 为 
1 一 e ,所 以 有 三 one;, 作 用 在 球 上 的 力 为 


2x 
下 三 oe, 十 owee 十 owes)dS 一 «| dp| dO(one, 十 apes + owes)sinO 
0 0 


4.1.2 应 力 张 量 的 对 称 性 


应 力 张 量具 有 如 下 对 称 性 : 
OF 一 号 (4.1-3) 

证 明 : 不 失 一 般 性 ,我 们 证 明 ce 一 ce 。 

考虑 一 个 流体 体积 元 drdydxz 内 的 微 元 ,在 y 和 >y 十 dy 处 的 两 个 面 元 dzdz 所 受 的 沿 开 
轴 方 向 的 力 , 大 小 分 别 为 ce |,dzdz 和 cx|lyrwdzdz, 如 图 4.1.2 所 示 。 忽 略 高 阶 无 穷 小 ,两 
个 力 大 小 相等 ,方向 相反 ,距离 为 dy, 组 成 一 对 力 偶 , 力 矩 为 一 cx dzdydz, 方 向 与 = 轴 方 向 
相反 。 

流体 微 元 在 x 和 xz 十 dr 处 的 两 个 面 元 dydz 所 受 的 沿 > 轴 方 向 的 力 , 大 小 分 别 为 
ow |zdydz 和 oy|z+ardydz, 如 图 4.1.3 所 示 。 和 忽略 高 阶 无 穷 小 ,两 个 力 大 小 相等 ,方向 相反 ， 
距离 为 dx, 组 成 一 对 力 偶 ,力矩 为 ojydrdydz, 方 向 与 x 轴 方 向 一 致 。 因 此 流体 微 元 受到 的 
沿 = 轴 方 向 的 合力 矩 为 (cs 一 cx )dzdydz。 


a We z pA 
a Colddydz se 
了 0 了 了 时 


x 


图 4.1.2 作用 在 两 个 面 元 drdz 上 的 力 图 4.1.3 作用 在 两 个 面 元 dydz 上 的 力 


在 流体 微 元 静止 的 参考 系 ( 非 惯 性 系 ) 里 ,流体 微 元 处 于 平衡 状态 ,合力 为 零 , 合 力矩 为 
零 。 流 体 微 元 除 受 到 表面 力作 用 以 外 ,还 受到 体积 力 ( 外 力 和 惯性 力 ) 作 用 ,体积 力作 用 点 位 
于 质心 处 , 取 质 心 为 力矩 参考 点 , 则 体积 力 产生 的 力矩 为 零 ,所 以 表面 力 产 生 的 合力 矩 为 零 。 
因此 流体 微 元 受到 的 沿 = 轴 方 向 的 合力 矩 为 零 , 即 (ce 一 oy )dzdydz 一 0, 得 o 一 co。 证 毕 。 
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4.1.3 广义 牛顿 黏 性 定律 


1678 年 牛顿 完成 了 平板 实验 。 考 虑 流体 沿 两 个 很 长 的 水 平平 板 之 间 的 流动 ,下 平板 静 
止 ,上 平板 用 恒 力 F 拉 着 以 速度 U 作 匀 速 直线 运动 ,如 图 4. 1.5 所 示 。 实 验 发 现 : 四 两 个 平 
板 上 的 流体 质点 都 黏附 在 平板 上 ,下 平板 上 的 流体 质点 静止 ,上 平板 上 的 流体 质点 的 速度 与 


平板 速度 相同 。 流 体 速度 分 布 是 线性 的 , 即 w 一 立 Ue-。 回 流体 对 运动 的 板 施加 的 力 严 方 向 
与 流体 运动 方向 相反 ,其 大 小 正比 于 运动 的 板 的 速度 U 和 面积 S, 反 比 于 两 个 板 的 间距 几 ， 
即 P 一 一 7 革 Se, ,这 里 7 为 反映 流体 黏 性 的 常数 。 拉 力 为 = 一 "一 y 二 Se,。 上 平板 上 的 


秋 性 应 力 为 一 太一 区 对 可 以 解释 为 流体 速度 的 梯度 值 , 即 空间 变化 率 。 因 此 牛顿 平 


板 实验 结果 可 以 总 结 为 条 性 应 力 正比 于 流体 速度 的 空间 变化 率 , 即 o 一 7 民 c) 。 


dy 


图 4.1.4 牛顿 (I Newton.1642 一 1727) 图 4.1.5 牛顿 平板 实验 


之 所 以 出 现 这 样 的 结果 ,是 因为 在 相 邻 流体 层 有 不 同 的 速度 时 黏 性 应 力 才 会 出 现 。 从 
微观 的 角度 来 看 , 相 邻 流体 层 的 分 子 具 有 不 同 的 定向 速度 ,两 部 分 的 分 子 不 断 地 交换 ,速度 
较 小 的 流体 层 的 分 子 带 着 较 小 的 定向 速度 转移 到 速度 较 大 的 流体 层 ,速度 较 大 的 流体 层 的 
分 子 带 着 较 大 的 定向 速度 转移 到 速度 较 小 的 流体 层 , 从 而 速度 较 小 的 流体 层 的 流动 动量 增 
大 ,速度 较 大 的 流体 层 的 流动 动量 减 小 ,根据 动量 定理 ,从 宏观 角度 看 相 邻 流体 层 相互 施加 
黏 性 力 。 黏 性 力 与 流体 速度 的 空间 变化 有 关 。 对 于 简单 流体 ,由 于 分 子 线 度 较 小 .形状 
简单 ,分 子 交 换 几 乎 是 瞬间 完成 的 ,因此 黏 性 应 力 正 比 于 流体 速度 的 空间 变化 率 。 对 于 复杂 
流体 ,由 于 分 子 线 度 较 大 、 ee 分 子 交 换 过 程 复 杂 ,需要 一 定 的 时 间 , 因 此 黏 性 应 力 不 
再 简单 地 正比 于 流体 速度 的 空间 变化 率 , 而 且 可 能 与 时 间 有 关 。 

eco 需要 满足 如 下 要 求 。 

(1) 黏 性 应 力 张 量 应 正比 于 流体 速度 分 量 的 空间 变化 率 , 即 


f Avi 9Ui 
0 
az’ gr 
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(2) 黏 性 应 力 张 量 应 满足 对 称 性 0 二 05 。 
满足 这 两 个 要 求 的 黏 性 应 力 张 量 为 


F gu | 9vj F 
上 9 本 四 . 
oi (六 非 3 oy 6 Vv 


综 上 所 述 , 黏 性 应 力 张 量 应 该 为 


Di 
0 一 7( .7 —36, Ww Ha Ww (4.1-4) 


9zi qx 
式 中 7 称 为 剪 切 黏 性 系数 ,7 称 为 体积 黏 性 系数 。 一 般 情况 下 ,体积 黏 性 系数 很 小 ,可 视 为 
零 , 即 了 一 0, 此 即 斯 托 克 斯 假设 ,要 求 
0 二 os 十 os 二 0 (4.1-5) 


导致 


. 3 , 
功 富 7( WW a EA 三 三 (4.1-6) 


Dzj qz 

对 于 不 同 的 流体 ,其 黏 性 系数 差别 很 大 。 例 如 ,在 一 个 大 气压 (latm 王 1.031X105Pa) 
下 ,温度 为 20C 时 ,对 于 水 ?一 0. 01g/(cm。s) ,对 于 空气 1 二 1.9X10-g/(cm。s)。 在 温度 
为 3 时 ,对 于 甘油 ?一 42.20g/(cm。s) 。 

实验 表明 ,压强 对 黏 性 系数 了 的 影响 很 小 ,但 温度 有 显著 的 影响 。 对 于 气体 和 液体 来 
讲 ,7 随 温度 的 变化 规律 是 完全 不 同 的 。 对 于 气体 ,7 随 温 度 的 升 高 而 升 高 。 对 于 液体 ,7 随 
温度 的 升 高 而 下 降 。 这 是 因为 气体 和 液体 的 黏 性 力 的 产生 机 制 不 一 样 ,气体 分 子 之 间 的 间 
距 较 大 ,分 子平 均 自 由 程 较 大 ,气体 的 黏 性 力 来 自分 子 之 间 的 碰撞 ,温度 越 高 ,分 子 的 平均 速 
率 越 大 ,分 子 之 间 的 动量 交换 越 大 ,因此 黏 性 系数 越 大 ; 而 液体 分 子 之 间 的 间距 较 小 ,分 子 
几乎 是 密 堆 集 的 ,分 子平 均 自 由 程 为 零 .液体 的 黏 性 力 来 自 相 邻 分 子 之 间 的 关联 相互 作用 ， 
温度 越 高 ,分 子 作 热 振动 越 激烈 ,分 子 的 密 堆 集 程度 越 高 ,分 子 之 间 的 动量 交换 越 小 ,因此 黏 
性 系数 越 小 。 

对 于 气体 ,有 近似 的 经 验 公 式 


7 一 (去) (4.1-7) 
式 中 : mw 为 一 个 大 气压 下 ,T= 二 T, 二 273. 16K 时 的 黏 性 系数 , n 为 指数 , 取 值 范 围 为 1/2<n 志 1， 
依赖 于 气体 及 温度 范围 ,高 温 时 可 近似 取 为 1, 低 温 时 可 近似 取 为 1/2。 

【 例 2】 一 底面 积 为 A 的 木 块 ,质量 为 m, 沿 涂 有 润滑 油 的 斜面 向 下 作 等 速 运 动 , 木 块 
运动 速度 为 ,油层 厚度 为 8, 斜面 倾角 为 0, 如 图 4. 1.6 所 示 。 由 于 油层 很 薄 , 沿 油层 速度 梯 
度 值 可 以 视 为 常数 。 求 油 的 黏 性 系数 。 

解 : 木 块 所 受 重力 沿 斜面 方向 的 分 量 与 木 块 所 受 的 摩擦 力 下 平衡 时 ,等 速 下 滑 , 即 


d 
mgsin0 一 下 一 Ano = A7 务 


_ mgsing 
和 
【 例 3】 图 4.1.7 所 示 为 一 转 简 系 度 计 , 它 由 半径 分 别 为 ri 及 7; 的 内 外 同心 圆 简 组 
成 ,外 简 以 角速度 ww 转动 ,通过 两 简 间 的 液体 将 力矩 传 至 内 简 。 内 简 挂 在 一 金属 丝 下 ,该 丝 
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所 受 扭矩 M 可 由 其 转角 来 测定 。 两 简 间 的 间隙 及 底部 间隙 均 为 3, 简 高 为 h。 由 于 液体 层 
很 薄 , 沿 液体 层 的 速度 梯度 值 可 以 视 为 常数 。 证 明 秋 性 系数 为 y= 一 ;2 


To (4rzshtr?i)° 


图 4.1.6 油 对 木 块 施加 的 摩擦 力 图 4.1.7 转 简 黏度 计 


解 : 依据 是 意 ,两 个 贺 简 侧 部 中 的 沿 液体 层 的 速度 梯度 值 可 以 视 为 常数 ,为 吧 一 “。 


内 圆 简 侧 部 和 底部 的 任 一 面 元 所 受到 的 摩擦 力 都 沿 旋转 平面 内 的 圆周 切线 方向 ,因此 
所 有 摩擦 力 产 生 的 力矩 的 方向 都 相同 。 
由 牛顿 恭 性 定律 , 施 与 内 圆 简 侧 部 的 力矩 为 


» rroh 


a do 一 rz 。2rr 太一 257 
人 niga my-s 2xrih 5 
在 内 圆 简 底 部 半径 为 ~ 处 ,两 个 圆 简 底 部 间隙 中 的 沿 液体 层 的 速度 梯度 值 可 以 视 为 常数 ,为 


Ss 施 与 内 圆 简 底 部 半径 为 r、 宽 度 为 dr 面积 为 2xrdr 的 无 穷 小 圆 环 上 的 力矩 为 
dM; = m 守 。2xrdr = 和 “rdr 
把 上 式 积分 ,得 施 与 内 圆 简 底部 的 力矩 为 
= WE 。/ 
M:; 26 nn 
则 金属 丝 所 受 扭 矩 为 施 与 内 圆 简 侧 部 的 力矩 M 和 施 与 内 圆 简 底 部 的 力矩 M: 之 和 , 即 
M=M + M, 2 下 rh .4 por? (4reh + ri) 


， 26 
从 上 式 可 解 得 黏 性 系数 为 
可 2M 
了 ”7 站 (4ro 十 过) 
习题 
4-1-1 如 图 4.1.8 所 示 , 上 下 两 块 平行 圆 盘 ,直径 均 为 d, 间 阿 


隙 厚度 为 ,间隙 中 液体 的 黏 性 系数 为 7. 已 知 下 盘 固 定 不 动 ,对 上 二 一 一 
盘 不 施加 外 力矩 ,初始 时 上 盘 以 角速度 wm 旋转 。 由 于 液体 层 很 | 
| 
薄 , 沿 液体 层 的 速度 梯度 值 可 以 视 为 常数 。 求 上 盘 的 角速度 。 
4-1-2 已 知 流体 的 速度 分 布 为 v= 二 A(a? 一 xz? 一 y?)e., 式 中 a 图 4.1.8 旋转 的 上 盘 
和 A 为 常数 。 计 算 黏 性 应 力 。 
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4-1-3 ”人体 大 动脉 的 直径 为 4=0.02m, 血 液 的 密度 为 o=1050kg/ms , 黏 性 系数 为 


7==3.5X10-，Pa。s, 其 平均 流速 为 v=0.28m/s。 计 算 血 液 的 雷诺 数 Re 一 cd.7 节 )。 说 


明 : 人 和 各 种 动物 的 大 动脉 正常 生理 情况 下 为 层 流 。 由 于 贫血 、 心 脏 、 动 脉 堵塞 等 疾病 都 会 
引起 夭 性 系数 及 流速 变化 ,动物 循环 系统 可 能 会 发 生 满 流 。 持 续 的 湛 流 可 以 引发 严重 的 病 
理 反 应 。 判 别 这 两 种 流动 状态 的 无 量 纲 数 为 雷诺 数 。 

4-1-4 已 知 流体 内 平面 xz 十 3y 十 xz 二 1 上 了 点 的 应 力 张 量 为 oj 二 0,0w 一 1,o= 一 2， 


二 2,0, 二 0,0 二 1。 证 明 该 平面 的 法 线 的 单位 矢量 为 oa -让 人 二 3 十 e) 作用 于 该 


平面 外 侧 (离开 原点 的 一 侧 ) 上 已 点 的 应 ae 
1 久 


一 一 (e, 十 2e.) 十 一 一 (e- 十 2e,) 十 一 一 (e- 十 2e-) 一 
yy 而 市 


其 法 向 分 量 为 入 (6: 十 3e, 十 e.)。 
4-1-5 已 知 一 固体 球 的 球面 为 十 y 十 ?二 1, 流 体 在 球面 上 的 应 力 张 量 为 0 二 zx， 
ow 二 Oy 二 0 二 0,0w 二 y,0s 二 >。 证 明 作用 于 该 固体 球面 上 任意 一 点 的 应 力 矢 量 为 (e; 十 e, 十 
e:)。 球 坐标 系 里 的 应 力 矢量 为 
erLcos0 (sing + cosg)sing] + eo[— sin0 — (sing + cosg)cos0] + es(cosg — sing) 
应 力 张 量 为 
or = [cos0+ (sing cosg)sing], ow 一 [一 sin0 一 (sinp 十 cosp)cosO] 


1 (56,+70, + 3e.) 
iT 


= (cosgp — sing) 
计算 流体 作用 在 固体 球 上 的 总 力 。 


4.2 纳 维 - 斯 托 死 斯 方程 


图 4.2.1 纳 维 (C-L-M-H. Navier,1785 一 1836) 图 4.2.2 斯 托 克 斯 (G. G. Stokes,1819 一 1903) 


第 4 章 ”条 性 流体 的 运动 


4.2.1 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 推导 


现在 我 们 把 牛顿 第 二 定律 应 用 到 流体 微 元 来 推导 天 
夭 性 流体 的 运动 方程 。 首 先 把 流体 分 解 为 无 穷 多 个 流 本 
体 微 元 ,然后 根据 牛顿 第 二 定律 的 瞬时 性 ,来 考虑 一 个 ”ob 三 二 -meddz 
4 时 刻 位 于 处 的 固定 不 动 的 体积 元 内 的 瞬时 微 元 所 受 “mlvaddz| 二 二 -xlad 
的 瞬时 力 。 该 瞬时 微 元 的 体积 为 drdydz, 质量 为 
podzdydz。 使 用 欧 拉 描写 ,该 微 元 的 速度 为 w, 加 速度 为 o 


该 微 元 在 其 表面 受到 其 余 流 体 所 施 的 压力 和 黏 性 6 


力 , 还 受到 外 力 p fdrdydz 作用 ,如 图 4. 2.3 所 示 。 这 图 2.3 流体 微 元 的 受 力 分 析 
里 /为 单位 质量 流体 受到 的 外 力 。 在 惯性 参考 系 , 沿 y 轴 方 向 ,把 牛顿 第 二 定律 应 用 于 该 
瞬时 微 元 得 


pdzdydz Se 一 dzdz(ow |yray 一 am |,) 十 dydz(aos |zrar —ow |-) 十 
dzdy(as |-Hde 一 as |-) 十 pfeydzdydz 
B] oa oa 
dzdyds + we | pf sdrdyds 
化 简 得 
do， aoc ac ao _ 
p 和 = p(w Wu, = a Fa ey (4.2-1) 
把 式 (4. 1-6) 代 入 式 (4.2-1) 得 
dv, _ 9v. 9p 9 guy 要 D Du Avy 
pH =p Dr tov Vo, 访 + 亏 [27 如 37v "| 元 [ 呆 芝 + 党 |]+ 
9 au- gvy 
元 Ur 3 |+ ef, (4.2-2) 
一 般 情 况 下 人 方程 (4. 2-2) 化 为 
dv. a , 
pe 要闻 ov Vv, = A + 7 六 (Ve v0)+pfey (4.2-3) 
把 式 (4.2-3) 写 成 矢量 形式 
Pp 时 =p 完 +o(v ma Vp+nVvv+ 了 7 VCV， v) 十 of。 Ca Day 


式 (4.2-4) 即 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 。 
对 于 不 可 压缩 流体 ,有 V* v= 二 0, 所 以 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 


Pp 诗 =p 加 + pV» Wo =— V+y Vv tp (4. 2-5) 
一 般 情 况 下 ,外 力 都 是 保守 力 , 可 以 写成 


fs = 三 = 至 (4.2-6) 
式 中 三 为 外 力 势 。 


4.2.2 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 其 他 形式 
利用 矢量 公式 Via，b) 二 (a: Wb 十 (b* WaaX(VXb) 十 bX(VXa) 得 
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1 yp wx (Vo) Wy (4.2-7) 


把 式 (4.2-7) 代 入 式 (4.2-5) 得 不 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 第 二 种 形式 


2 一 wmX( 允 可 三 卫 Ya v( 到 2 (4.2-8) 

oat po 2 p 

对 于 不 可 压缩 流体 ,利用 矢量 公式 VX (VXa) 二 VC(V.a) 一 Va 得 
(4.2-9) 


VW (VX v0) = 一 va 
把 式 (4.2-9) 代 入 式 (4. 2-5) 得 不 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 第 三 种 形式 
Ci v2 t+B] 卫 VxD (4.2-10) 
p p 


dt ot 
下 面 列 出 球 坐 标 系 和 柱 坐 标 系 里 无 外 力 场 时 的 不 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 和 连续 


性 方程 。 
4.2.3 球 坐 标 系 
(1) 球 坐 标 系 里 的 应 力 张 量 为 
Due 
人 


9 
jr 
wn], ee "(J 9vr | Ove 所】 (4 2-11) 
r 


Om 


和 
4 pa 9p 二 r 十 r 
1 gu | 9vp 归 ] ( 1 9v | 1 9vp ed 
人 UE Gla 十 ar eh 7 rsing ag t+ 7 90 r 
(2) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 


9 
Tv Wy, 
at 


r 90 Ar 


十 vw 


2 a9(vesin0) 2 39o 2v; 
90 72sin0 op 7 ] 


+2 [ve 
[a 


rsin0 


加 Pp or 
9ve | Vrve _ vpCotO 2 cotD 
a Cw Vw 
三 | 卫 2cos0 9z ，2 Av, vp 
or 过 : ae- rz sin20 op 到 90 r? | 
节 人 生 euegcotO 
1 纺 十 也 [只 9zr | 2cosO_ Av 
本 orsing a pa zi gg rsin209p r’ stra0] Ce 
式 中 ， 
i af waf | ve of 
Cv WE 9r rr 90 rsin0g ap 
让 57 1 5 oz (4.2-13) 
EE 泣 3 
YR 72 2(r + ds %(: i + r? sin20 9g’ 
(3) 连续 性 方程 为 
19(rv) , 1 9(vsing) , 1 ao 
rr 9r rsin0 90 rsing ap 人 
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4.2.4 柱 坐 标 系 
(1) 柱 坐 标 系 里 的 应 力 张 量 为 


OUR L av。 1 9vp | vR 
7 5R， = 尹 十 27 5 ， i 2+2( 直 五 十 营 】 


auR | OU: 1 9vr | 9vp vp vs 1 do 
人 az aR) wm MRapg IR R) ” Ma Roap 


ORR p+ 


(4.2-15) 
(2) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 
OvR 码 - 13 亚 ?2 _ UR 
a 十 (v。 VWvrO— R= aRT po 诗 - 荆 ] 
dus , VRvg 1 9p ,niIy 2 aog vp 
a 3 [ w+ 站 Bp (4. 2-16) 
9 b 
(ve. Wy 一 一 Et 
at p qz 
式 中 ， 
人 Ch a) “3 大 1 9 至 ) DF 
(vWf we RTR ap | ge vf 去 赤 (* 获 LR a 上 可 
(4.2-17) 
(3) 连续 性 方程 为 
1 a(Rur) | 1 dve | oe 一 0 (4.2-18) 


R 5R Rap ax 


4.2.5 边界 条 件 


牛顿 平板 实验 表明 ,两 个 平板 上 的 流体 质点 都 黏附 在 平板 上 ,下 平板 上 的 流体 质点 静 

止 ,上 平板 上 的 流体 质点 的 速度 与 平板 速度 相同 。 原 因 是 ,由 于 固体 表面 的 分 子 对 附近 的 黏 
性 流体 的 分 子 总 是 存在 吸引 力 ,导致 固体 表面 附近 的 流体 层 被 紧 紧 吸附 在 固体 表面 ,相对 于 
固体 表面 完全 静止 不 动 , 因 此 固体 表面 处 的 流体 速度 wauals 等 于 固体 表面 的 速度 waals, 即 
auid |s 一 Vsoid |s (4.2-19) 


上 式 的 法 向 和 切 向 分 量 方程 分 别 为 
Vastaid |s 一 Valid |s， Viguid |s 一 vt,sotid |s (4. 2-20) 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 是 二 阶 微分 方程 ,其 解 能 够 满足 固体 表面 上 的 两 个 流体 速度 分 量 
条 件 式 (4.2-20)。 这 不 同 于 理想 流体 的 情况 , 欧 拉 方程 是 一 阶 微分 方程 ,其 解 只 能 满足 一 


个 边界 条 件 vn ls 二 Vinod [ss 12 
【 例 1】 牛顿 旋转 水 桶 实验 一 盛 有 不 可 压缩 的 水 的 圆柱 形 | 

容器 在 重力 场 中 以 恒定 的 角速度 绕 自身 的 轴 旋 转 , 达 到 稳 恒 状态 OE 
后 ,水 桶 里 的 水 像 刚体 一 样 旋转 , 桶 壁 处 的 水 的 速度 与 桶 壁 的 速度 4 

相等 。 确 定 水 的 自由 面 的 形状 。 pa 


_ 解 ， 妊 性 流体 的 边界 条 件 为 ， 林 壁 处 水 的 回 度 与 权 上 的 速度 图 4 2 4 旋转 水 林 昌 
相等 。 的 水 面 形状 
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把 = 轴 取 在 圆柱 形容 器 的 轴 上 。 达 到 稳 恒 状态 后 ,水桶 里 的 水 像 刚体 一 样 旋转 ,所 以 满 
足 边界 条 件 的 流体 速度 为 
UV=we:Xr, vv wy， UVU=wr, Vv 0 
很 显然 ,满足 不 可 压缩 流体 的 连续 性 方程 。 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 
pv Wov=— VivVvtpog Vp+pog = pw’(— re:— ye,) 


即 
9 9 3 
po 二 Oo? a 个 3 
积分 得 


= es 十 2 一 站 5 十 C 


式 中 C 为 积分 常数 。 
在 水 面 上 的 压强 为 大 气压 ,为 常数 , 即 


1 
zx 一 2 (T+) + 


式 中 Ci 为 常数 。 故 水 面 为 旋转 抛物 面 。 

这 里 得 到 的 结果 和 第 2 章 使 用 欧 拉 方 程 得 到 的 结果 相同 ,这 是 因为 达到 稳 恒 状态 后 ,水 
桶 里 的 水 像 刚体 一 样 旋转 ,流体 速度 与 x 和 > 呈 线 性 关系 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 里 的 黏 性 项 
化 为 零 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 欧 拉 方程 。 


4.2.6 施 于 任意 流体 面 元 上 力 的 公式 的 其 他 形式 
对 于 不 可 压缩 流体 ,由 式 (4. 1-3) 知 , 施 于 一 外 法 线 单位 矢量 为 n 的 面 元 dS 上 的 沿 r， 
轴 方 向 的 力 为 fidS, 这 里 


了 9 9 
fi = oin; pni 十 7 全 十 用 


Ix; ax 
例如 
fi =0nn; = onm 十 azl712 ons 
a am ，am au ，am 
pni 2 1 + 外 如 t a nz 十 7 Ea t a na 
fauw amw dos dvi dam， au qo 
pni 7( 半 zz J +7 0 十 27 5 711 + ERE t Ee 
=— pnit y(n — nfs)+ 2n(n* V)v 
=—pnty(nXA) 十 27(2。V)m 
写成 矢量 形式 
f=noniei=—pntitmXAt+2 ne Wo (4.2-21) 


【 例 2】 一 半径 为 a 的 固体 球 在 流体 中 运动 , 写 出 作用 在 球 上 的 力 。 
解 : 以 球 心 的 瞬时 位 置 为 直角 坐标 系 的 原点 ,那么 球面 的 外 法 线 方向 的 单位 矢量 为 n 二 e,， 
所 以 


9v 
Ar 


站 力 e- 十 7e- XQ+27 
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作用 在 球 上 的 力 为 
= 中 /as 一 | ac ao per tye. XA 27 9 sin0 


习题 

4-2-1 在 非 惯性 参考 系 里 为 了 使 牛顿 第 二 定律 在 形式 上 成 立 ,需要 引进 惯性 力 。 假 
设 非 惯性 系 以 加 速度 a 相对 于 地 面 参 考 系 (惯性 参考 系 ) 运 动 ,引进 惯性 力 把 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 (4. 2-5) 推 广 到 非 惯性 参考 系 。 

4-2-2 对 于 地 球 上 的 小 尺度 流体 流动 ,地 球 参考 系 是 一 个 近似 程度 很 好 的 惯性 参考 
系 。 但 是 对 于 大 尺度 的 地 球 大 气流 动 , 地 球 参 考 系 不 再 是 一 个 近似 程度 很 好 的 惯性 参考 系 ， 
需要 选 太 阳 参 考 系 作为 惯性 参考 系 。 引 进 惯性 离心 力 和 科 里 奥 利 力 ,假设 地 球 作 匀 速 旋转 ， 
忽略 地 球 围 绕 太阳 运动 引起 的 惯性 力 , 把 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (4. 2-4) 推 广 到 
地 球 参考 系 , 证 明 为 


好 =- XW) 一 二 多 一 言 2 Wt v)— WE+wr—2wXv 


式 中 ,w 为 地 球 旋转 角速度 ,r 为 大 气质 尖 机 内 记 放 夫 自 亲 相 从 本 痢 信 实 类 冲 浊 为 地 球 引 
力 势 。 
4-2-3 已 知 可 压缩 流体 的 黏 性 系数 7 为 常数 ,证 明 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 可 以 写成 


型 =wX(M 一 工 功 一 二 鸯 十 卫 辣 0 十 隆 WV 9) 一 吧 
ot p 2 p 30 


4-2-4 已 知 可 压缩 流体 的 黏 性 系数 7 为 常数 ,流体 作 无 旋 流 动 ,证 明 纳 维 - 斯 托 克 斯 方 
程 的 解 为 
$+/ 坚 +a 和 3@ 47 | CVD -= const 
oe 


3 
对 于 不 可 压缩 流体 ,上 式 化 为 


罗 + 于 十 日 二 他 = const 


与 作 无 族 运 动 的 不 可 压缩 理想 流体 的 伯 努 利 方程 (3 2-11) 相 同 。 
4-2-5 已 知 流体 的 速度 分 布 分 别 为 


) 一 0,um 一 Our 一 全 sing 


(2) vw, of 和 ]eos0T (7 | 2 0 ， 
而 of 全] Sing 上 Cr | 2], v,=0。 
式 中 ,a.U 和 A 为 常数 。 计 算 黏 性 应 力 
4-2-6 已 知 流体 作 二 维 流动 ,证明 在 平面 极 坐标 系 、 柱 坐标 系 里 的 方程 式 (4.2-15) 至 


方程 式 (4. 2-18) 里 分 别 化 为 : 
(1) 应 力 张 量 为 


9 9 9 9 
ar 力 十 27 Le p+ zl a + oy "(: 3 ES 二 ] 


Ar Ar [a 
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(2) 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 


av vB 1 9p | ny 2 gu ov 
BE p or 人 7290 rr 
9ve | True ey 7[y 吝 迁 一 ve 
于 十 (um 十 于 二 5 二 网 | um 十 云天 一 去] 


式 中 ， 


ve VWf=v, a + 加 af, vf= : 2(r "2 3 


"gr ro90 r orl or 


(3) 连续 性 方程 为 


4.3 涡 量 方程 与 流 困 数 方程 


在 第 2 章 我 们 研究 了 理想 流体 的 运动 ,由 于 流体 内 部 没有 切 应 力 存 在 ,通常 情况 下 也 不 
存在 能 够 改变 流体 微 元 的 旋转 状态 的 其 他 力 , 因 此 理想 流体 的 运动 常常 是 无 旋 运 动 。 这 一 
结论 对 实际 流体 不 成 立 ,因为 实际 流体 有 黏 性 ,流体 内 部 有 切 应 力 存在 , 黏 性 力 既 能 使 不 旋 
转 的 流体 微 元 产生 旋转 ,也 能 使 已 旋转 的 流体 微 元 旋转 变 快 或 变 慢 , 因 此 黏 性 流体 的 运动 是 
涡 旋 运动 。 本 节 将 研究 黏 性 流体 的 涡 量 的 变化 规律 。 

4.3.1 不 可 压缩 流体 的 涡 量 方程 

不 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 式 (4. 2-8) 为 

vx (Ww = 下 芋 + 之 + 引 
将 V 又 乘 于 上 述 方程 两 边 并 利用 矢量 公 SR 0, 得 


XWLo XW =r) (4.3-1) 
用 涡 量 9 二 VX v 表示 ,得 涡 量 方程 
守 - wxo)=2va (4.3-2) 


应 用 矢量 公式 VX (aXb) 二 a(V*b) 一 b(V*q) 十 (b， Va 一 (a* Vb, 连 续 性 方程 Vv， v 一 0 及 
涡 量 性 质 V. 0 二 0 得 

(vxQ)= (0.Vv—(v. WO 
把 上 式 代 入 式 (4. 3-2) 得 涡 量 方程 的 第 二 种 形式 


dD -201o.mo=(4.mo+ 了 va (4. 3-3) 
dt at pe 


应 用 公式 VX (VXb)= 二 VCV…b) 一 Vb 及 V0 二 0. 得 
WWAQ) = 一 VOD 
把 上 式 代 入 式 (4. 3-3) 得 涡 量 方程 的 第 三 种 形式 
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dD -20 oo.mo-d.m 了 wwvo) (4.3-4) 
dt at C 


4.3.2 二 维 流 动 的 流 函 数 方程 


在 1.6 节 我 们 已 经 证 明 作 二 维 流动 的 不 可 压缩 流体 的 涡 量 满足 方程 (1. 6-9) 和 方 
程 (1.6-10) 


d40 _ ,da 
dt “dt 
dQ E p39 _ 9g9 ry, oy 
dt dt ayar az | | 戏 ) 
(0 .wo = 2 了 一 二 少 
代入 不 可 压缩 黏 性 流体 的 涡 量 方程 (4. 3-3) 得 
dQ _ ,dQ 
dt ”dt 
5 (4.3-5) 
时 = 弛 + 9= 2 va 
用 流 函 数 来 表示 ,得 
9 999 dy9 了 人 9? 92 (人 9? ) 本 
[元 十 元 元 azay p 5 ] 3 十 3 由 (4.3-6) 


如 果 不 可 压缩 流体 作 二 维 圆周 运动 , 即 v= 二 0,w 二 vr,t), 0 二 QCr,1) ,r= 二 Vx? 十 y? ,那么 有 
(Cv. WA=wiQ(rD) =0 


70 
涡 量 方程 化 为 
a0 了 区 [这 生 这 交 _ 
VD jE BE 元 ja (4.3-7) 


即 如 果 不 可 讨 缩 流体 作 二 维 加 周 运动， 那么 其 涡 量 遵守 扩散 方程 。 
对 于 初始 时 刻 位 于 = 轴 上 的 无 限 长 的 直线 涡 丝 , 即 Q(r,0) 二 T6(r) ,其 解 为 


ee 全] 
= xp 人 一 全 (4. 3-8) 


式 中 ,T= |oc: 三 0)dzdy 称 为 涡 丝 强 度 


4.3.3 轴 对 称 流动 的 流 函 数 方程 


在 1.6 节 我 们 引进 了 流体 的 轴 对 称 流动 ,如 图 1. 6.4 所 示 。 在 2.5 节 我 们 推导 了 作 轴 
对 称 流动 的 不 可 压缩 理想 流体 的 流 函 数 方程 。 现 在 我 们 推导 作 轴 对 称 流 动 的 不 可 压缩 黏 性 
流体 的 流 函 数 方程 。 
(1) 球 坐 标 系 
在 1.6 节 我 们 已 经 证 明 不 可 压缩 流体 的 轴 对 称 流动 的 涡 量 满足 式 (1. 6-17) 和 式 (1.6-20), 即 
1 3(r2o) 1 9r 1 9G2sin0) 
WD | ”0 r 90lrsing a0 | 是 二 


一 (CO . Vu 王 ersing)[ 计 vr 3 + ve 


1 2 
r 90Jrsin0 
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把 上 面 两 式 代 入 涡 量 方程 (4. 3-4) 得 流 函 数 满足 的 方程 


区 LL i 
(5 er | Mp mt 


(2) 柱 坐 标 系 
在 1.6 节 我 们 已 经 证 明 不 可 压缩 流体 的 任意 的 轴 对 称 流动 的 涡 量 满足 式 (1. 6-24) 和 
式 (1.6-27) , 即 


(4.3-9) 


920 
az: oR [ R oR 


9 
Ww (WAQ) | : a 1 


二 er RY 


[9 
R 


dn EM a 
a (QWv oR ( H+- vr 六 + 如 艺 ) 


把 上 面 两 式 代入 涡 量 方程 (4. 3-4) ,得 流 函数 满足 的 方程 


aa 1aa ,1a%9)1 i 
咎 元 区 丢 寺 去 二 元 县 @y Fa (4. 3-10) 


4.3.4 速度 环 量 方程 


我 们 已 经 在 1.5 节 证 明 , 沿 任何 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 随时 间 的 变化 率 等 于 沿 该 周 
线 的 加 速度 环 量 , 即 式 (1. 5-20) 


dK _ df ,. 和 dv (有 )] 中 , 
dt dt cw or pos “rt j= Cw 二 


把 不 可 压缩 流体 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 

昱 = 宁 二 一 本 安土 语 | 寺 辽 = 一 古 才 半生 入 

a 二 (vv 2 +E)+ 卫 wo "2 a xn 
代入 式 (1:5 Ws 


本 CD 加 .= 和 "2 +a)t3 vo]: a 


一 卫 Veith (VXQ) .or 


Pc CD 


把 6r 改 回 通常 的 记号 dr ,得 


垩 = 了 由 问 os 机 = 一 王 册 《由 本 ) 几 (4.3-11) 
dt Pp dew Pp Jco 


我 们 看 到 ,对 于 位 于 保守 外 力 场 中 且 作 任意 运动 的 黏 性 流体 ,在 其 内 沿 流体 封闭 周 线 的 
速度 环 量 随 时 间 的 变化 率 正比 于 沿 该 周 线 的 涡 量 的 旋 度 的 环 量 。 

式 (4.3-11) 表 明 , 当 流体 封闭 周 线 随 流体 一 块 儿 运动 时 , 沿 流体 封闭 周 线 的 速度 环 量 
随时 间 的 变化 率 只 依赖 于 流体 封闭 周 线 上 的 涡 量 的 旋 度 。 由 于 涡 是 在 固体 表面 附近 流体 层 
产生 的 ,如 果 流 体 初始 时 处 于 静止 ,那么 速度 环 量 一 定 是 从 那里 扩散 过 来 的 。 


习题 
4-3-1 对 于 平面 极 坐标 系 里 的 不 可 压缩 黏 性 流体 的 二 维 流动 ,证明 流 函 数 满足 : 


证 交 记 i 并 
(1 Eola xara y= VV 


4-3-2 ”验证 式 (4. 3-8) 是 式 (4. 3-7) 的 解 。 
4-3-3 使 用 式 (4. 3-8) 确 定 流 函数 和 流体 速度 。 
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4-3-4 使 用 式 (4.3-8) 证 明 沿 半径 为 -的 圆周 的 速度 环 量 为 
如 2 
天 (rt) = 2rmv | zwodr mi exp( 你]] 
4-3-5 证 明 兰 金 组 合 涡 是 涡 量 方程 (4. 3-3) 的 一 个 解 。 
4-3-6 证 明 希 尔 球 涡 满 足 62y, 二 0,G*y 二 0, 从 而 希 尔 球 涡 是 涡 量 方程 (4. 3-9) 的 一 
个 解 。 


4.4 不 可 压缩 流体 的 能 量 平衡 方程 与 热传导 方程 


4.4.1 能 量 耗 散 

对 于 素性 流体 ,存在 能 量 耗 散 ,最 终 耗 散 的 能 量 转变 为 热 。 对 于 不 可 压缩 流体 ,宏观 机 
械 能 耗 散 的 计算 很 简单 。 

1. 拉 格 朗 日 描写 下 的 能 量 耗 散 

考虑 运动 流体 的 一 部 分 , 随 着 时 间 的 推移 ,其 体积 V(1) 和 表面 S(1) 形 状 不 断 变 化 ,但 质 
量 m 不 变 。 连 续 性 方程 为 


= 
edV) =0 
其 动能 随时 间 的 变化 率 为 
d 1 1 d(v) | : dv; 
dt Jveo pid 2 |,, dt pay 人 edV)] | mw dt 4 
把 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 壁 = 一 省 引 十 二 3 生 一 3 代入 上 式 ,并 利用 连续 性 方程 v* v= 
[4 DO ci por; dTi 
3 一 0 得 
az) 


d 1 | 9p ,90x 98 
dt Jveo Di Bd vo Di 9 Paz: 4 


a 人 1 9Ui a5 
[Ee ps + oh)] —oh Re — po: 二 } (4.4-1) 
由 于 外 场 的 势 与 时 间 无 关 , 有 


dd; 38 


= wv (4.4-2) 
dt Di 
把 式 (4. 4-2) 代 入 式 (4. 4-1) ,并 使 用 高 斯 定理 得 
| (je:+es) + | os 
bs fdS rT NY (ry dV+ 四 ve ondV (4.4-3) 


式 中 由 式 (4.1-2) 给 出 。 式 (4. 4-3) 左 边 表示 在 单位 时 间 内 作用 在 这 部 分 流体 的 表面 上 
的 力 所 做 的 总 功 , 右 边 第 一 项 表示 这 部 分 流体 的 宏观 机 械 能 (宏观 动能 和 在 外 场 中 的 势能 之 
和 ) 在 单位 时 间 内 的 增 量 。 现 在 根据 牛顿 力学 质点 系 的 功能 原理 来 解释 右边 第 二 项 的 物理 
意义 。 牛 顿 力 学 中 的 质点 系 的 功能 原理 断言 : 在 惯性 参考 系 中 ,所 有 非 保守 外 力 和 非 保守 
内 力 对 所 有 质点 所 做 的 总 功 等 于 质点 系 的 机 械 能 的 增 量 。 这 里 非 保 守 外 力 就 是 作用 在 这 部 
分 流体 的 表面 上 的 力 , 非 保守 内 力 不 存 在 。 从 微观 角度 看 ,流体 分 子 除 了 作 宏 观 定向 运动 ， 
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还 作 随 机 的 热 运动 ,存在 热 运动 动能 ,此 外 分 子 之 间 还 有 相互 作用 ,而 且 是 保守 内 力 ,存在 相 
互 作用 势能 ,所 有 流体 分 子 热 运 动 动能 和 分 子 之 间 相 互 作用 势能 的 总 和 就 是 流体 的 内 能 。 
所 以 流体 的 总 能 量 等 于 宏观 机 械 能 和 流体 的 内 能 之 和 。 根 据 牛 顿 力 学 中 的 质点 系 的 功能 原 
理 ,在 单位 时 间 内 作用 在 运动 流体 的 任 一 部 分 的 表面 上 的 力 所 做 的 总 功 , 一 部 分 转化 为 流体 
的 宏观 机 械 能 ,其 余部 分 转化 为 流体 的 内 能 。 因 此 右边 第 二 项 表示 在 单位 时 间 内 这 部 分 流 
体 的 内 能 的 增 量 ,代表 了 由 于 流体 内 摩擦 引起 的 能 量 耗 散 率 ,为 


Es =| CundV (4.4-4) 
VCD 


式 中 es 表示 在 单位 时 间 内 单位 体积 的 流体 的 能 量 耗 散 
edi 一 一 i = 


27 
i 
2( 问 ) +2( 问 ) (全 +( 侣 + 束 ] + 
Cell 
二 业 


加 27 OG 十 on 十 20 十 20 十 2 人 2) 


27 
es 是 一 个 与 坐标 系 选择 无 关 的 不 变量 。 
在 单位 时 间 内 由 于 运动 引起 的 这 部 分 流体 的 内 能 的 增 量 为 


(go 十 of 十 ol 十 20 十 2 十 2c2) 


(co 各 十 of 十 o2 十 20R2 十 20 人 2 十 2 总 ) (4.4-5) 


d - 土 | 
他 od) 27 vcdV (4.4-6) 
2. 欧 拉 描写 下 的 动能 平衡 方程 
9 gv; 砾 8 
使 用 式 (4. 4-2) , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 2 下 一 一 wW 5 下 一 工 2 户 十 工 20i 和 过 续 性 才 各 
oat azi PAx: oozi gri 
V v=2 业 =0 得 
ax; 
af(1 as ui am ap Da a8 
x 后 ) 9 ot Oey 9 Az, 十 多 Dz “9x; 
EE a dd 
3 .4-7) 


为 了 看 出 上 式 的 物理 意义 ,在 某 一 固定 体积 上 积分 ,得 
有 9 1  ， | 1 : 
bo . fds—| ov 。 wav —|, 2 2|,( 20° jv t 中 30 am， dS 
(4. 4-8) 
式 中 fds=mcaeidS 表示 作用 在 面 元 上 的 力 。 式 (4. 4-8) 左 边 第 一 项 代表 在 单位 时 间 内 作 


用 在 该 体积 的 表面 上 的 力 所 做 的 功 ,第 二 项 代表 在 单位 时 间 内 在 该 体积 内 的 流体 所 受到 的 
外 力 做 的 功 ,右边 第 一 项 代表 一 固定 体积 内 的 流体 动能 在 单位 时 间 内 的 增 量 ,第 二 项 代表 在 
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单位 时 间 内 从 该 体积 的 表面 流出 去 的 动能 ,左边 第 三 项 代表 在 单位 时 间 内 在 该 体积 内 的 流 
体 的 能 量 耗 散 。 

3. 流体 的 黏 性 系数 的 正定 性 

现在 我 们 证 明 流体 的 黏 性 系数 了 总 是 正 的 。 把 式 (4. 4-8) 应 用 到 一 个 特殊 情况 。 考 虑 
一 个 静止 容器 里 的 流体 ,如 果 V 取 为 整个 流体 的 体积 ,不 考虑 外 场 力 ,没有 其 他 固体 存在 ， 
在 流体 的 边界 上 流体 速度 为 零 ,那里 外 力 不 做 功 , 而 且 没 有 动能 从 那里 流出 , 式 (4.4-8) 化 为 


二 a i 
应 = E, 二 | cosav 57),( | |( | av (4.4-9) 


Ir; xi)\9r; ox 


由 于 整个 流体 的 动能 总 是 减少 的 , 即 EE. 二 0, 所 以 从 上 式 我 们 推断 流体 的 黏 性 系数 7 总 是 
正 的 。 

【 例 1】 已 知 不 可 压缩 流体 作 无 旋 流 动 , 计 算 能 量 耗 散 。 

解 : 无 旋 流 动 有 


9 9 9 9 92 
v=W, VG=0, 四 2 
ri ar” ar dr ax 
使 用 上 式 , 能 量 耗 散 式 (4. 4-5) 化 为 
gu du 3 ( Du ) 2 
用 2 - - 2 人 
Euis 7 x; ax; [5 WEE 如] 
gq?(v) 2 
二 一 二 二 一 入 ¥v 
oz? 


日 2 
Fs, 一 一 7|, VvdV = 一 7 IdS = 一 7 W’ .dS 


4.4.2 能 量 耗 散 的 其 他 表达 形式 


Ew 可 以 用 涡 量 0 二 VX wv 来 表达 。 易 证 (习题 4-4-1) 


1 fauw 9v;)/9v , 9v; 


2 
ee a UE | E 下 5 WE 2 [Cv Wo]} (4.4-10) 


Es, 一 一 7| io 十 2Vv. [Co.Vo]idv 
二 一 中 oav —27$ [Cv mo ds (4.4-11) 


4.4.3 ” 欧 拉 描 写 下 的 能 量 平衡 方程 


现在 我 们 根据 热力 学 第 一 定律 写 出 一 固定 体积 内 的 流体 的 能 量 平衡 方程 
av $0 + pe] $( Sov pe) 。dS 下 。 dS+ 中 wenmds 一 | pu, ev 
C4412) 
式 (4.4-12) 左 边 代表 一 固定 体积 内 的 流体 的 能 量 ( 动 能 和 内 能 之 和 ) 在 单位 时 间 内 的 增 量 ， 
右边 第 一 项 代表 在 单位 时 间 内 由 流体 通过 表面 直接 携带 进去 的 能 量 ,第 二 项 代表 在 单位 时 
间 内 从 该 体积 的 表面 流 进去 的 热量 ,第 三 项 代表 在 单位 时 间 内 在 该 体积 的 表面 上 的 应 力 做 
的 功 , 第 四 项 代表 在 单位 时 间 内 作用 在 该 体积 内 的 外 力 所 做 的 功 。 根 据 全 里 叶 定 律 , 热 流 密 


179 


180 


物理 流体 力学 


度 矢量 9 为 

gq = 一 cVT (4. 4-13) 
式 中 k= 二 x(T,p) 是 热传导 系数 。 
使 用 高 斯 定理 把 式 (4. 4-12) 写 成 微分 形式 


nz pe o】 关 (4.4-14) 
i (3 | ht je, Viah 十 gj (4.4-15) 

为 看 出 式 (4.4-15) 的 物理 意义 ,在 某 一 固定 体积 上 积分 ,得 
|], (Eto toa)av =—$ J nds (4.4-16) 


式 (4. 4-16) 左 边 代表 一 固定 体积 内 的 流体 总 能 量 ( 动 能 .内 能 和 外 势能 之 和 ) 在 单位 时 间 内 
的 增 量 ,右边 代表 在 单位 时 间 内 从 该 体积 的 表面 流 进 去 的 能 量 , 因 此 


J 一 万 6 [3 At+Sjov ee (4.4-17) 
可 以 解释 为 “能 流 密度 矢量 ”。 式 (4.4-14) 和 式 (4.4-16) 就 是 能 量 平衡 方程 。 
4.4.4 热传导 方程 


前 面 我 们 证 明了 运动 引起 的 流体 的 任 一 部 分 的 内 能 的 增 量 等 于 能 量 耗 散 , 即 式 (4.4-9) 


位 oe) 二 | av 
如 果 黏 性 流体 各 部 分 的 温度 不 同 ,那么 将 有 热传导 发 生 , 从 流体 表面 流 进 去 的 热量 将 会 
引起 流 休 的 内 能 改变 , 即 


(名 atedy ] = jg (4.4-18) 
让 heat 


Sn) 


所 以 运动 流体 的 任 一 部 分 的 内 能 的 增 量 由 运动 的 贡献 加 上 热传导 的 贡献 组 成 , 即 


加 二 de | de | 1 
dt ear ( Ve ,° av) 十 ( Vin dav) 27 Ve Sd AV = SG ye 全 


(4.4-19) 
使 用 高 斯 定理 把 式 (4. 4-19) 写 成 微分 形式 
p 竺 = 好 9 全 Vg (4.4-20) 
利用 热力 学 关系 符 )， 一 ov ,并 假定 cv 为 常数 得 
E 一 cvT 十 const (4.4-21) 


把 式 (4.4-13) 和 式 (4.4-21) 代 入 式 (4.4-20) 并 假定 < 为 常数 ,我 们 得 到 不 可 压缩 流体 的 热 
传导 方程 


1 
写本 . pr (4. 4-22) 


式 中 与 耗 散 有 关 的 量 do; 是 一 个 与 坐标 系 选择 无 关 的 不 变量 。 在 各 个 坐标 系 方程 的 形式 如 下 : 
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(1) 平面 极 坐标 系 ( 二 维 流动 ) 


9 9 9 19 9 1 天 六 册 由 
r+[( 要 J | 人 外 二 穆 ]7: 到 (ol24 ot 20) 


Di i ar rr 90 pcvlr or ar Cyn 
(4. 4-23) 
(2) 直角 坐标 系 
aT a a a kf/a 3 3 
a (= 和 元 】 疙 (到 证 
1 12 12 /2 /2 /2 je 
pp Ow om 20sy 二 20 十 20 ) (4.4-24) 
(3) 球 坐标 系 
aT Be) ve 9 是 
Ca (» pr er 
2 1 2 (sno 各 ) 1 9 
pcv [= 7 U7 Er 7 ena.) Bae Sin20 082 ]T+ 
1 (ca 人 ao 好 上 o8 十 2c 人 村 2 对 十 2c02) (4. 4-25) 


2pcv7 
(4) 柱 坐 标 系 
aT 9 ,v9 9 荐 让 业 党 于 声 范 + 交 
元 + (w 5 十 入 弄 士 生 区 ) 区 球 片 交叉 + 入 ]71 
1 
2pcv7 


(ao 息 十 of 十 ao 十 2o 息 十 20 人 2 十 20R) (4.4-26) 


习题 

4-4-1 证 明 式 (4.4-10) 。 

4-4-2 无 限 大 的 不 可 压缩 黏 性 流体 中 有 一 个 希 尔 球 涡 存 在 ,流体 速度 由 式 (2. 5-18) 
给 出 ,使 用 式 (4.4-11) 计 算 整 个 流体 的 能 量 耗 散 ,结果 为 


Es, 一 一 7| osav 一 一 307Uza 


4-4-3 如 果 不 可 压缩 流体 作 二 维 圆周 运动 ,证 明 
村 机 1 


2 
edis 一 一 F500 =— (20%) 


27 27 


式 中 吃 = 中 守 一 于 ]。 


or rr 
4-4-4 无 限 大 的 不 可 压缩 黏 性 流体 中 有 一 个 兰 金 组 合 涡 存 在 ,流体 速度 由 2. 5 节 例 3 
给 出 ,证 明 在 涡 内 部 能 量 耗 散 为 零 ,在 涡 外 部 能 量 耗 散 为 


: 1 PT Tv are 
Es =—|, 支 COdy = 一 7 (E) | Dav = 到 
验证 可 以 用 例 1 中 的 无 旋 流动 的 能 量 耗 散 公 式 计算 , 即 


时 证 1 人 I? 
Es 一 一 中 Vay (天) |, ye 本 天) | = 和 


4-4-5 一 个 封闭 容器 的 器 壁 是 旋转 曲面 :里面 装 满 不 可 压缩 流体 ,以 角速度 o 绕 自身 
对 称 轴 ( 选 取 为 = 轴 ) 旋 转 , 证 明 整 个 流体 的 能 量 耗 散 为 
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Es 一 一 中 orav 一 ?Fo . Wo] .ds 
三 = 中 oravr 一 27w Po, Av; +n, Av,)dS 
式 中 A= = 艺 + 区 ,面积 分 沿 容 器 的 器 壁 上 的 流体 表面 进行 , 面 元 dS 的 方向 指向 流体 外 。 
4-4-6 使 用 欧 拉 描写 推导 热传导 方程 。 提 示 : 式 (4.4-14) 减 去 式 (4.4-7) 即 得 。 
4-4-7 已 知 不 可 压缩 流体 作 无 旋 流 动 ,证 明 其 热传导 方程 为 
he 
4-4-8 ”如 果 不 可 压缩 流体 作 二 维 圆 周 运 动 ,T= 二 T(r,1) ,证 明 流 体 热 传导 方程 为 
aT kc 1 2 (9) 1 
oat pev r qr | 2ocv7 


(Cay 


ar 


式 中 力 一 放 52 一任] 。 


ar rr 

4-4-9 无 限 大 的 不 可 压缩 黏 性 流体 中 有 一 个 兰 金 组 合 涡 存 在 ,流体 速度 由 2.5 节 例 3 
给 出 。 由 于 T=T(~,2 ,证 明 在 涡 内 部 ,流体 的 热传导 方程 为 

Cr a | 


ar pcv roar ar 
在 涡 外 部 ,流体 的 热传导 方程 为 
aT. 人 1 下 下 
dt pevr sl bh (#) 
4-4-10 对 于 初始 时 刻 位 于 x 轴 上 的 无 限 长 的 直线 涡 丝 ,参考 其 解 式 (4. 3-8) ,证 明 流 
体 热传导 方程 为 


9T 局 12(r 守 ]+ 全 ) 1 
ot pcv r Ar\ 9r cv7 这 [ 


or 7 


4.5 平行 于 平面 的 流动 和 管 流 


4.5.1 牛顿 平板 实验 


设 流体 位 于 两 个 无 限 大 的 平行 平板 间作 定常 流动 ,其 中 的 一 个 平板 相对 于 另 一 个 平板 
以 恒定 速度 w 运动 。 
如 图 4. 5. 1 所 示 , 选 取 其 中 的 一 个 平板 为 zx 平面 ,流体 的 流 - 
动 方向 沿 x 轴 方 向 , 则 各 有 关 量 都 只 依赖 于 y, 流 体 的 速度 处 处 沿 i: 
工 轴 方向 , 即 0=v(y)e,。 我 们 看 到 ,连续 性 方程 自动 满足 。 2 
1. 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 解 7 
定常 流动 下 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (4. 2-5) 化 为 图 4.5.1 牛顿 平板 实验 
dp 0o, Evo (4.5-1) 


dy ”dy 
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积分 得 


式 中 cva 和 0 为 积分 常数 。 


边界 条 件 为 
vl(y=0)=0, vy=h)=u (4.5-2) 
利用 边界 条 件 可 求 得 
v= we (4.5-3) 
流体 中 的 速度 分 布 是 线性 的 。 在 平面 >=0 上 的 切 向 摩擦 力 为 
一时 16 一 于 (4.5-4) 


在 平面 y==h 上 的 切 向 摩擦 力 取 负 值 。 

2. 温度 分 布 

设 上 下 平板 的 温度 分 别 为 恒定 值 T, 和 TT ,流体 温度 为 T==T(y)。 由 于 不 为 零 的 理性 
应 力 张 量 只 有 co ,流体 的 热传导 方程 (4. 4-24) 化 为 


Ek Ey _ 
5 pie (4.5-5) 


边界 条 件 为 
T(y=0)=T, TC(y=h)=T, (4.5-6) 
利用 边界 条 件 积分 得 


2 
T T+ (T 十 型 及 VD 


x jh 
【 例 1】 推广 的 牛顿 平板 实验 : 如 图 4. 5. 2 所 示 ,两 
种 互 不 混杂 的 流体 位 于 两 个 无 限 大 的 平行 平板 之 间 , 其 中 
一 个 平板 静止 , 另 一 个 平板 以 恒定 速度 wu 运动 ,流体 作 定 
常 流动 。 两 个 流体 层 厚 度 分 别 为 h 和 心 , 黏 性 系数 分 别 


为 nh 和 加 , 求 流体 速度 。 图 4.5.2 推广 的 牛顿 平板 实验 
解 : 定常 流动 下 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (4. 2-5) 化 为 
dp d? vw; A, 
=0 I=0 (i=1,2) 


积分 得 p= 二 cc ,vi 二 aiy 十 b;。 式 中 cva; 和 6b; 为 积分 常数 。 
在 分 界面 ,流体 的 速度 和 应 力 都 是 连续 的 ,所 以 边界 条 件 为 
vil(y = 0) 0, vl(y=h) va(y = hi1) 
va(y 三 十 hs) 二 u， Om (y= By) =0o%(y = hh) 


利用 边界 条 件 得 


Dl vz 《一 


u 
Ph nh hz 十 殉 肌 
【 例 2】 接 例 1, 设 上 下 平板 的 温度 分 别 保持 恒定 值 = 和 。 确 定 流体 的 温度 分 布 
T=T(y)。 
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解 : 流体 的 热传导 方程 (4. 4-24) 化 为 


了 2 


( ] 0 = 12) 
2 王 Ne ih 十 训 抽 i ” 


ay 


积分 得 


2 
0 二 (nn i ) 4 
式 中 C; 和 DD; 为 积分 常数 。 
在 分 界面 y==h 处 ,两 侧 的 热流 密度 相等 。 边 界 条 件 为 
Ti(y=0)=n, Ty=h+hs)=r, Ti(y=h)=T,(y=h) 
dT dT, 


Kl = kz 
dy y= 所 dy y= 所 


由 边界 条 件 可 求 得 解 (省 略 )。 


4.5.2 重力 驱动 的 平行 于 平面 的 流动 


考虑 上 边界 为 自由 面 、 厚 度 均 为 h 的 无 限 大 的 流体 层 ,在 
自身 重力 作用 下 沿 着 静止 的 倾角 为 a 的 无 限 大 平板 向 下 作 定 
常 流动 ,确定 流体 的 流动 。 

如 图 4. 5.3 所 示 , 取 平板 为 zy 平面 ,z 轴 沿 流体 的 流动 方 
向 ,zx 轴 垂 直 于 zy 平面 向 上 。 相 关 的 物理 量 只 与 > 有 关 , 即 压 = 
强 p 三 p(z) ,流体 的 速度 为 二 v(z)e; ,因此 连续 性 方程 自动 满 ” 图 4.5.3 重力 驱动 的 流动 


足 , 而 且 有 (mw 。 四 w=v 50(<)e, 一 0, 所 以 定常 流动 下 , 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 化 为 


—Vp+r¥vt+pg =0 (4.5-8) 
沿 工 轴 和 >* 轴 方 向 上 的 分 量 分 别 为 
ap 


gz 


a? 
7 7 + pg sina 0， ogcosa 一 0 (4.5-9) 


积分 得 


v=a 二 bz P=c— pgcosa (4.5-10) 


式 中 a.b 和 * 为 积分 常数 。 

流体 层 上 边界 为 自由 面 ,根据 牛顿 第 三 定律 ,那里 平行 于 自由 面 的 理性 应 力 为 零 ,只 有 
垂直 于 自由 面 的 压强 ,等 于 大 气压 如 。 流 体 层 下 边界 与 静止 斜面 接触 ,那里 速度 为 零 ,所 以 
边界 条 件 为 


gsina ， 
pe 


vz=0)=0, pl(z=)=po, or(z=h)=7F) =0 (4.5-11) 


由 此 求 得 解 为 


ee (2h 2), B= hi hpgeose (4. 5-12) 
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单位 时 间 内 通过 流体 层 横 截 面 的 流量 为 
， ~ Pgh’sina 
Q(Ay 1) of dz 37 


设 流体 层 上 下 边界 的 温度 分 别 为 恒定 值 T 和 TT ,现在 确定 流体 的 温度 分 布 T 一 T(>) 。 
流体 的 热传导 方程 (4. 4-24) 化 为 


(4.5-13) 


oT | 1 ( 2) 和 
Ep 3 大 7 了 2 me Revie (h— 2z) (4.5-14) 
利用 边界 条 件 T(z 一 0) 一 Ti 和 T(z 一 中 一 T ,积分 得 
汪 1 
T=T+T; pe 一 下 gsino) 人 —%) Che) 一 大] (4. 5-15) 


4.5.3 压强 梯度 驱动 的 平行 于 平面 的 流动 


现在 确定 在 具有 压强 梯度 的 情况 下 ,位 于 两 个 静止 的 无 限 
大 平行 平板 间 的 流体 的 定常 流动 。 

如 图 4. 5.4 所 示 , 选 取 其 中 的 一 个 平板 平面 为 zz 平面 , 流 
体 的 流动 方向 沿 z+ 轴 , 则 p= 二 p(xz),v 二 v(y)e;。 显 然 ,连续 性 方 


程 自动 满足 。 图 4.5.4 压强 梯度 驱动 
1， 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 解 的 流体 流动 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 
和 一 7 和 (4. 5-16) 


由 于 方程 的 左边 是 zx 的 函数 ,右边 是 y 的 函数 ,为 了 保证 方程 的 成 立 ,压强 梯度 必须 为 党 
数 , 即 轮 一 const。 积分 得 


v= Lp 十 ay 十 0 


27 dx 
式 中 a 和 wb 为 积分 常数 。 
边界 条 件 为 
vl(y=0)=wvy=h)=0 (4.5=17) 
利用 边界 条 件 得 
1 dp 本 风 
"dy h) (4.5-18) 
速度 沿 流体 层 按 抛物 线 规律 变化 ,在 流体 层 中 心 达到 最 大 值 。 施 于 平面 上 的 摩擦 力 为 
ax |y-。 = 7 和 = 委身 (4.5-19) 
2. 温度 分 布 


设 上 下 平面 的 温度 分 别 为 恒定 值 T: 和 TT ,流体 温度 分 布 为 了 二 T(y)。 
由 于 不 为 零 的 应 力 张 量 只 有 cs ,流体 的 热传导 方程 (4. 4-24) 化 为 


oT 和 de( $)] 
7 pp | 3 一 也 ] (4. 5-20) 
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1 (dp 全] a 
| 2) 十 Co 十 C 


式 中 Ci 和 Cs 为 积分 常数 。 


边界 条 件 为 
T(y=0)=T, TGYy=h)=T, (4. 5-21) 
利用 边界 条 件 得 
,1 dp¥r/ay T, 和 
Ti + 12x (型 ) [全 (> 分) | y (4. 5-22) 
【 例 3】 如 图 4.5.5 i 
定常 流动 , 求 其 速度 分 布 式 。 
解 : 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 
dp _ dv ug 
Er 1% 
积分 得 图 4.5.5 压强 梯度 驱动 的 
vi = pi dy + ay+b 两 种 液体 的 流动 
式 中 a; 和 bb; 为 积分 常数 。 
边界 条 件 为 


vi(y 0) 0， vi(y=h) va(y=h),， vl(y=h 二 h:)=0 


oily 


所 以 解 为 
1 dp (一 2 一 局 ) 太 语 一 交情 
多 2n de” [> 和 Nhz 十 六 和 ] 
1 dp(, (Pe — hh 
2% dl> 上 ba) [y+ 训 hz 十 加 有 ] 
【 例 4】 接 例 3, 设 上 下 平板 的 温度 分 别 保持 为 恒定 值 = 和 mm ,确定 流体 的 温度 分 布 
T=T(y)。 
解 : 流体 的 热传导 方程 (4. 4-24) 化 为 
aT, 1 六 由 dp (ul DL/ 
oy na 加 dm | [ 二 六 ja 十 六 各 ]} 
azT。 和 1 dp (一 3 一 hz) 加 有 a 一 各 峙 1? 
ay’ 27rKz Zo 4 ek | [2>+ nh 天 六 如 ]} 


在 分 界面 > 一 入 处 ,两 侧 的 热流 密度 相等 。 边 界 条 件 为 
TOy=0)=n, TOYy=h+h)=r, Ti(y=h)=T(y=h) 


Ei 


由 边界 条 件 可 求 得 解 (省 略 ) 。 
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4.5.4 管 流 问题 

考虑 管 中 流 体 的 定常 流动 , 管 的 横 截 面 可 以 是 任意 形状 ,但 
沿 管 的 纵向 形状 不 变 , 如 图 4. 5.6 所 示 。 不 考虑 重力 。 选 取 = 轴 
为 管 轴 , 管 的 横 截 面 为 zy 平面 , 则 流体 的 流动 方向 沿 = 轴 , 流 体 
的 速度 只 依赖 于 x 和 y, 即 v==e.v(x,y) ,连续 性 方程 自动 满足 。 

1. 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 

纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 

ap _ ap div ，92m 1 9p 


ar 9y 0 ay 7 gx 


第 一 个 方程 给 出 p= 二 p(z)。 由 于 第 二 个 方程 的 左边 是 + 和 y 的 函数 ,右边 是 = 的 函数 ,为 了 
保证 方程 的 成 立 , 所 以 沿 管 的 纵向 压强 梯度 不 变 , 即 他 一 一 他 一 const。 这 里 Ap 为 管 两 上 


L 
的 压强 差 ,L 为 管 长 。 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 进一步 化 为 
gv gw 1dp Ap 


图 4.5.6 管 中 的 流体 流动 


77 + ay 贡生 7 const (4.5-23) 
边界 条 件 : 在 管 的 横 截面 的 周 线 C 上 流体 速度 为 零 , 即 vlc==0。 
定义 
一 人 一 Ri + y) (4. 5-24) 
代入 式 (4.5-23) ,我 们 发 现 A 满足 拉 普 拉 斯 方程 
34 十 2 =0 (4. 5-25) 
由 于 wi 二 vy 二 0,v: 二 v(x,y) ,不 为 零 的 黏 性 应 力 张 量 为 
/ 9v 1/ 9 
va Wow” CT gy 
2. 能 量 守恒 


考虑 单位 长 度 管内 流体 的 能 量 耗 散 。 由 于 沿 管 壁 流体 的 速度 为 零 , 管 壁 上 的 摩擦 力 对 
流体 所 做 的 功 为 零 ,在 该 段 流 体 的 两 个 端面 上 的 黏 性 应 力 张 量 c= 和 cs* 对 流体 所 做 的 功 相 
互 抵消 了 。 根 据 能 量 守恒 原理 ,该 段 流体 的 能 量 耗 散 等 于 其 两 个 端面 上 的 压强 对 流体 所 做 
总 功 的 负 值 , 即 


Eas =D =——7)][ (2) + (FE) Jaras — lardy .5-20) 


管 的 质量 流量 定义 为 单位 时 间 内 通过 管 的 横 截 面 流出 的 流体 质量 , 即 


Q= oodrdy (4.5-27) 
把 式 (4.5-17) 和 式 (4.5-18) 比 较 得 
Es (Az = 1) =- 一 人 Pa (4. 5-28) 


我 们 看 到 ,单位 长 度 管内 的 流体 的 能 量 耗 散 正比 于 管 的 质量 流量 。 
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3. 热传导 方程 
流体 的 热传导 方程 (4. 4-24) 化 为 

下 v7t+] wsa 
4. 圆 管 


考虑 圆 管 ,选取 圆 管 横 截 面 的 中 心 为 原点 ,用 柱 坐 标 系 , 因 为 轴 对 称 性 ,有 vv 一 "CR)e-， 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 (4. 5-23) 进 一 步 化 为 


1 d /rdo)__Ap 

去 示 (R 里)}= a (4. 5-30) 
积分 得 

v=— DAR’ +AnR+B (4. 5-31) 

式 中 A 和 B 为 积分 常数 。 管 心 的 速度 为 有 限 值 , 所 以 有 A=0, 另 外 在 管 上 的 速度 为 a(R= 
a) 一 0, 得 

二 三 a Ry) (4.5-32) 

47L 


我 们 看 到 , 沿 管 的 横 截面 的 速度 分 布 符合 抛物 线 规律 。 
单位 时 间 内 通过 管 的 横 截面 流出 的 流体 质量 为 


站 _ ToAp ， 
Q= | p2rRudR = i (4. 5-33) 
上 式 表明 ,流体 的 质量 流量 正比 于 圆 管 半径 的 四 次 方 ( 泊 肃 叶 公 式 )。 


不 为 零 的 黏 性 应 力 张 量 为 


, quR , OU: OUz- 9v 
人 臣 dz + 第 ] 75R ™ 75R 


【 例 5】 流体 沿 圆 管 流动 , 设 管 壁 保持 恒定 温度 Tu , 求 流体 的 温度 分 布 。 
解 : 由 于 v= 二 v(R)e.,T 二 T(R) ,流体 的 热传导 方程 (4. 5-29) 化 为 


2 2 
s+ 
piv DCcv LN “" 


Ap 
a 


把 一 人 人 (一 阅 一 代入 上 式 得 
1 d dT 起 Ee 
R ea EE Grek 
积分 得 


7 ey 4 二 | 
下 (a 及 十 ClnR 十 刀 


式 中 C 和 为 积分 常数 。 利 用 T(0) 为 有 限 及 工 (R=a) 王 To ,得 
| -了 Ap ot 4 
T= T+ 165 Ga ta’ =R:) 
【 例 6】 流体 沿 圆 管 流动 , 设 管 壁 温度 沿 管 长 按 线 性 规律 变化 , 求 流体 的 温度 分 布 。 
解 : 在 管 的 所 有 截面 上 流动 的 条 件 是 相同 的 ,因而 温度 分 布 可 写 为 
T= otf(R) 
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上 式 中 a 为 常数 。 把 上 式 代 入 热传导 方程 (4. 5-29) 得 
者 k a qv 二 gv 
piv V71 pev 3 | 的 ] 
把 流体 速度 (4. 5-32) 代 入 上 式 得 


1 d 二 | 三 [2 2 aocvAp ，， 2 
去 最 (R 匡 )= 一 3 ab) qm 9 


积分 得 


1 了 ( Ap ) ,apcvAplps apcvAp :pz | /~ | 
A 27L) dmL ] oe Rt 


式 中 C 和 为 积分 常数 。 利 用 T(0) 为 有 限 及 T(R) 二 az, 得 f(0) 为 有 限 及 f(R) 二 0, 可 
求 得 


1 入 ( Ap ) apcvAp 四 apcvAp 2 /pz 
f= [x (ir) + arr | Ra) err (CR 一人) 


【 例 7】 流体 沿 倾 角 为 a 的 圆 管 流动 , 沿 圆 管 方 向 的 流体 压强 梯度 为 Ap/L, 考虑 重力 
作用 ,确定 流体 的 流动 。 

解 : 如 图 4.5.7 所 示 , 取 圆 管 横 截 面 为 zy 平面 ,z 轴 沿 流体 的 
流动 方向 ,x 轴 与 重力 加 速度 在 同一 竖 直 平面 内 ,流体 的 速度 为 v= 


w(x,y)e. ,连续 性 方程 自动 满足 , 且 (v * mu=u 了 uCz'y)e 一 0。 


沿 国 管 方向 的 流体 压强 梯度 为 外 一 分 。 定 常 流动 下 , 纳 维 -斯 托 
克 斯 方程 化 为 

—Vp+rY¥vt+pg=0 
即 


92 92 9 
六 村 (二: EE 了 还) 十 ogsina = 0， 于 Cgcosa 一 0 
5 


方程 (4.5-31) 一 方程 (4.5-33) 仍 然 成 立 , 只 需要 将 原来 的 压强 梯度 Ap/L 用 Ap/L 十 pgsina 
代替 即 可 。 
【 例 8】 半径 为 Ri 的 圆柱 在 半径 为 R; 的 圆 洞 内 以 速度 U 沿 其 中 心 轴 方 向 运动 , 圆 洞 
内 充满 流体 ,圆柱 的 外 柱 面 与 圆 洞 的 内 柱 面 共 中 心 轴 , 不 考虑 重力 ,确定 流体 的 定常 运动 。 
解 : 采用 柱 面 坐 标 系 ,x 轴 取 在 两 柱 面 的 公共 中 心 轴 上 , 沿 流体 的 流动 方向 。 流 体 的 速 
度 为 一 CR)e. ,连续 性 方程 自动 满足 , 且 p 一 p(R),(v。 Wu Re.—0, 定常 流动 
下 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 


Vv 


解 为 
v=a+t+blnR, p= po 
式 中 a.b 和 po 为 积分 常数 。 
边界 条 件 为 


vR = R) U, v(R = R,) 0 
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利用 边界 条 件 ,得 
In 起 
v=U 2 
ln 有 
下 :> 
不 为 零 的 黏 性 应 力 张 量 为 
i :人 9 WU 1 
aR 1 RR 
ln s+ 


【 例 9】 笑 性 气体 沿 圆 管 作 定 常 等 温 流 动 ,其 香 性 系数 了 与 压强 无 关 。 气 体 的 状态 方 
程 可 以 近似 为 理想 气体 的 状态 方程 , 求 出 流体 压强 沿 圆 管 的 变化 。 

解 : 考虑 长 度 为 dz 的 一 微 段 圆 管 ,其 压强 差 为 dp。 由 于 压强 差 为 无 限 小 ,在 该 微 段 圆 
管内 的 气体 可 以 近似 看 成 不 可 压缩 的 ,方程 (4. 5-33) 仍 近似 成 立 , 即 


4 -87Q 
dx TOQ” 
式 中 流量 Q 和 7 均 为 常数 。 由 于 是 等 温 流动 ,把 理想 气体 的 状态 方程 p 一 对 代入 上 式 ,得 
dp 87QET 1 
dz ram p 


积分 得 


式 中 为 玻 尔 兹 曼 常 数 ,m 为 分 子 质量 ,T 为 绝对 温度 ,po 二 p(z 二 0)。 
5. 椭圆 管 


考虑 本 加 管 瑟 十 节 一 1。 拉 普 拉 斯 方程 (4. 5-25) 的 解 为 


A= A(zr’—y)+B (4.5-34) 
式 中 A 和 B 为 待定 常数 。 由 式 (4.5-34) 得 
Ap 2 2 Ap as， 2) 1 要 
了 一 人 2 (T++y)=A(r —y) 现任 Fy) 二 +B (4.5=35) 
-2 2 
使 用 边界 条 件 v[ 志 十 东 =1]=0 得 
Ap Q202 (s y ) _ 
和 (4. 5-36) 
单位 时 间 内 通过 管 的 横 截面 流出 的 流体 质量 为 
oAp _ ab 
Q earay 4nL 死 十 灰 《4.5=-37) 


【 例 10〗 流体 沿 椭圆 管 流动 , 设 管 壁 保持 恒定 温度 Tu , 求 流体 的 温度 分 布 。 
解 : 管内 流体 的 热传导 方程 (4. 5-29) 化 为 


的 + 的 


把 式 (4.5-36) 代 入 上 式 , 得 
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本 (人 AP a’b’ ) &) 的 ] 
VE a 且 [cz “Ne ] 


T= T+ (Axr’+By’ +O) (所 + 牙 一 1] 
式 中 A、B 和 C 为 待定 常数 。 代 入 得 


尝试 解 为 


a nL a+ a 
6 ll 2 7 Gs CQ202 ) 1 ( 1 ) , 
人 =]2B 二 4 4K \nL oath) ot Q2 + 六 C 三 入 才 且 
解 得 
A Ps 
人 二 卫 [6 Wb NY 2a\b a) 202 
6 (nLa’+w jagl 6 3 6 1 
1—ab 二 4 天 儿 声 二 过 
和 (入 和 去 |- 了 
B 二 了 2 (区 页 8 | pr\ar bb 2a7 
AL e+ sp {6 1)/6 1 
a a P/F a 
a {6 1 bp/6 1 1 下 
C 一 也 后 全 2 | 1 202 (有 二 bp? 上 (a + 喜 ] 2a2 2p 
Kk La+b 和 1 6 1 6 1 
了 i 1 el 各 + 六 ]( 生 + = 


易 证 当 4==b 时 ,有 A=B=C/a? ,流体 温度 分 布 方程 化 为 圆 管 情形 的 方程 。 
6. 等 边 三 角形 管 
人 5-36) 可 知 ,流速 正比 于 管 壁 横 截 
面 的 周 线 方程 六 :十 总 一 1 一 0 的 左边 。 这 使 我 们 猜想 同样 类 型 y 
的 方程 对 等 边 三 角形 管 成 立 。 选 取 直 角 坐 标 系 如 图 4. 5.8 所 
示 , 等 边 三 角形 三 个 边 的 方程 分 别 为 y==0,y 二 V3zx,y 二 一 /3 二 
3a, 这 里 a 为 边 长 。 因 此 我 们 猜想 的 流速 方程 为 


图 4.5.8 等 边 三 角形 管 


v= Cy (y 一 V3z)(y 十 V3xz 一 V3a) (4.5-38) 
式 中 C 为 待定 常数 。 
ER 5-23) 得 
二 他， co 一 V3z)(y 十 V3z 一 V3a) (4. 5-39) 
容易 证 明 ,这样 的 猜想 对 任意 的 三 角形 管 并 不 成 立 。 
7. 矩形 管 


容易 证 明 , 上 面 的 猜想 对 矩形 管 也 不 成 立 。 
前 面 我 们 求 得 位 于 两 个 静止 的 无 限 大 平行 平板 间 的 由 压强 梯度 驱动 的 流体 的 定常 流动 
的 速度 为 
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一向 
eg 
弛 一 一 证 全 的 解 为 
三 三 下 和 加 三 沿 生 站 (4. 5-40) 
27L 
式 中 人 满足 拉 普 拉 斯 方程 全 十 3 今 一 0。 选 取 坐 标 系 如 


图 4. 5.9 所 示 。 i 出 边界 条 件 
A(t=0)=A(zx=h)=0 


C4 5-41) 
4(» = 土 名 ]= 襄 人 (一 ” 图 4.5.9 逢 形 管 
我 们 尝试 用 分 离 变 量 法 来 求解 , 令 A 一 X(zx)Y(y) ,代入 拉 普 拉 斯 方程 得 
pa 
YY 


由 于 方程 左边 是 x 的 函数 ,右边 是 y 的 函数 ,为 了 保证 方程 的 成 立 , 方 程 两 边 必须 等 于 常 
数 , 即 


p 
x ——¥ =,00nat 二 生效 (4. 5-42) 

边界 条 件 A(x==0)= 二 A(x==h) = 二 0 要 求 上 为 实数 , 解 为 
X= Asinkr+ Bcoskr, Y= Ces+De®s (4.5-43) 


式 中 A、B.C 和 DD 为 常数 。 
边界 条 件 A(x==0)= 二 A(x=h)=0 给 出 B==0,sinkh 二 0, 即 


kh =nrx (n= 1,2,.…) (4.5-44) 
边界 条 件 4 人 = 0 全 给 出 
c=D 
所 以 通 解 为 
人 一 Cucosh Ysin TEE (4. 5-45) 
n=1,2,.° h h 
式 中 C, 为 待定 常数 。 
边界 条 件 4(>= + 人)= 贡 论 -ce 一 六 给 出 
乞 双 2G = 及 = 2 Creosh 2 sin 站 
n=1,2,* 
容易 计算 得 
1 Se[ AAT 
{Ce 了 TT h)sin dr 


hncosh 二 


3 
这 人 (人才 】 (1 一 coszx) 


nnb LL \nx 


hncosh 28 


即 
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4 Ap hn? 


Cont hr2nt Drb L re (27 十 1)37 Sa 
人 2h 
得 
1 氏 8h? 
v= 一 二 二 | zz 一 大) 十 x 
27 工 .名 - Ta (27 十 1)3cosh C2n+ Drb 
2h 
cosh ort Da Con TT (4.5-46) 
h h 
习题 
4-5-1 计算 牛顿 平板 实验 及 其 推广 实验 ( 例 1) 中 流体 的 能 量 耗 散 
下 和 一 人 12 
Eus(Az = Az Ly 二 | oohav 7 | asav 


根据 能 量 守 便 定 律 ,流体 的 能 量 耗 散 等 于 流体 对 平板 施加 的 力 所 做 


的 总 功 , 即 Ea, 二 Fu, 由 此 计算 单位 面积 平板 所 受 的 阻力 下。 

4-5-2 如 图 4.5.10 所 示 , 位 于 两 个 静止 的 倾角 均 为 a 的 平行 
平板 间 的 流体 在 自身 重力 作用 下 作 定 常 流动 ,计算 流体 的 流动 a 
速度 。 图 4.5.10 习题 4-5-2 图 

4-5-3 接 习题 4-5-2, 设 上 下 边界 平面 的 温度 分 别 为 恒定 值 
T, 和 Ti ,确定 流体 的 温度 分 布 。 

4-5-4 如 图 4.5.11 所 示 , 位 于 两 个 静止 的 倾角 均 为 a 的 平行 平板 间 的 流体 层 在 自身 
重力 作用 下 作 定 常 流动 。 流 体 层 由 两 种 互 不 混杂 的 流体 组 成 ,厚度 分 别 为 h 和 4,, 夭 性 系 
数 分 别 为 和 为 ,计算 流体 的 速度 。 

4-5-5 如 图 4.5.12 所 示 , 上 边界 为 自由 面 的 无 限 大 的 流体 层 , 在 自身 重力 作用 下 沿 着 
静止 的 倾角 为 a 的 无 限 大 的 固体 斜面 向 下 作 稳 定 流动 。 流 体 层 由 两 种 互 不 混杂 的 流体 组 
成 ,厚度 分 别 为 hh 各 , 黏 性 系数 分 别 为 加 和 妨 , 计 算 流体 的 速度 。 


4.5.11 两 个 倾斜 平行 平板 间 的 流体 层 的 流动 图 4.5.12 流体 层 沿 斜面 的 流动 


4-5-6 ”对 于 半径 为 a 的 圆 管 ,通过 计算 验证 方程 (4. 5-26)。 

4-5-7 生性 气体 沿 半 径 为 a 的 圆 管 作 绝热 流动 。 其 黏 性 系数 7 与 压强 无 关 。 气 体 的 
状态 方程 可 以 近似 为 理想 气体 的 状态 方程 。 已 知 理想 气体 的 绝热 过 程 方程 为 一 Co" ,这 里 
C 为 常数 ,Y= 二 Cs/Cv, 求 出 流体 压强 沿 圆 管 的 变化 。 
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4-5-8 已 知 圆 管 的 内 外 半径 分 别 为 R, 和 Rs ,证 明 


Ap 
47L 


In(R/R1) 
ln(R;,/R1) 


(R’ — RI) + re RI) 


计算 Q 和 ok。 

4-5-9 对 于 内 外 半径 分 别 为 R 和 Rs 的 圆 管 ,通过 计算 验证 方程 (4. 5-26)。 

4-5-10 已 知 圆 管 的 内 外 半径 分 别 为 R 和 R;, 设 内 外 管 辟 分别 保持 恒定 温度 T， 和 
T , 求 流体 的 温度 分 布 。 

4-5-11 已 知 圆 管 的 内 外 半径 分 别 为 R 和 R: , 设 外 管 壁 温度 沿 管 长 按 线性 规律 变化 ， 
设 内 管 壁 保持 恒定 温度 Ti , 求 流体 的 温度 分 布 。 

4-5-12 接 例 8, 证 明 流 体 的 能 量 耗 散 为 


. R, 
六 (= 三 有 | uotdy =—1 2r| “oRRdR 
27v 7 oR 


根据 能 量 守恒 定律 ,流体 的 能 量 耗 散 等 于 流体 对 圆柱 施加 的 力 所 做 的 总 功 , 即 Es = 
U2xRiok(R 二 Ri) ,由 此 计算 圆柱 所 受 的 摩擦 力 of. (R=R1)。 

4-5-13” 接 例 8, 已 知 内 外 柱 面 的 温度 分 别 保持 恒定 温度 TT 和 T; , 求 流体 的 温度 分 布 。 

4-5-14 ”对 于 椭圆 管 ,通过 计算 验证 方程 (4. 5-26)。 
5 流体 沿 椭圆 管 流 动 , 设 管 壁 温 度 沿 管 长 按 线形 规律 变化 , 求 流体 的 温度 分 布 。 
-16 证 明 除了 等 边 三 角形 管 , 一 般 三 角形 管 的 流速 不 能 满足 v=Cy(y 一 Ax)(y 十 
Bz 一 D), 这 里 ABC 和 为 常数 。 

4-5-17 求解 等 边 三 角形 管 的 流速 的 另 一 方法 。 如 图 4. 5. 13 所 示 , 已 知 hh、h。 和 hs 
分 别 为 从 等 边 三 角形 内 部 的 任意 一 点 向 三 个 边 所 作 的 垂 线 的 垂 高 ,证 明 ， 


(1) hithshs =V3as 
(2) WV 二 m ,Wh 二 ns 和 Was 一 ma 分 别 为 三 个 垂 线 的 单位 矢量 ; 人 


5 
5- 
5 


4- 
过 = 


(3) V¥hi=0,V¥h,=0, Vhs=0; 


人 > 
(4) ¥ hshs) =——a; /地 


(5) 等 边 三 角形 管 的 流速 为 wo 一 二 2 _ 人 pn ,hshs。 国 罗 和 二 角形 和 
大 


4_5-18 十 明 等 边 三 角形 管 的 质量 流量 为 Q 一 洛 ' 分 


4-5-19 对 于 等 边 三 角形 管 ,通过 计算 验证 方程 (4. 5-26) 。 
4-5-20 计算 矩形 管 的 质量 流量 Q。 


4.6 转动 圆柱 面 问 流体 的 二 维 圆周 运动 
两 个 同 轴 转 动 圆柱 面 问 的 流体 运动 是 流体 力学 中 少数 可 以 严格 求解 的 问题 之 一 ,此 外 


它 还 与 点 涡 有 关 。1923 年 ,泰勒 研究 了 流体 的 流动 稳定 性 , 求 出 了 流动 的 失 稳 条 件 ,发 现 圆 
柱 面 低速 旋转 时 ,流体 运动 可 维持 层 流 状 态 ,其 流 线 均 为 同 轴 圆 周 。 层 流失 稳 后 ,形成 定常 、 
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封闭 .环形 的 卷 结构 ,这 些 卷 称 为 泰勒 涡 。 


4.6.1 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 的 解 


考虑 两 个 共 轴 的 无 限 长 圆柱 面 ,其 半径 分 别 为 RR 和 尺 , 且 尺 >R ,分 别 以 恒定 角速度 wi 和 
ws 转动 。 考 虑 圆柱 面 之 间 的 流体 流动 ,由 于 圆柱 面 无 限 长 ,流体 流动 为 二 维 圆周 运动 ,选取 平面 


极 坐 标 系 (7,0) ,原点 选 在 柱 面 的 中 心 轴 上 ,坐标 平面 垂直 于 柱 面 的 中 心 轴 。 由 于 对 称 性 ,有 
v=0, w=vr), p= p(7) (4.6-1) 
由 于 是 定常 流动 且 是 轴 对 称 的 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (4. 2-16) 化 为 
a (4.6-2) 
dr 全 


dv, ldv vw 
dr? rdr 7 


很 显然 方程 (4. 6-3) 有 特 解 vcc ,把 它 代入 式 (4. 6-3) 得 
n(n—1)+n—1 (nO—1)(n+1) 0 


0 (4.6-3) 


ve 
v Ug 四 加 


即 " 王 士 1, 故 通 解 为 


ve (4.6-4) 
r 


式 中 a 和 2 为 待定 常数 。 
边界 条 件 : 在 内 外 柱 面 上 的 流体 速度 分 别 等 于 两 柱 面 旋转 的 速度 , 即 
VCr 一 R) 一 wR，vr 一 R:) 一 wzR: (4.6-5) 
把 式 (4.6-5) 代 入 式 (4. 6-4) 可 求 得 速度 分 布 为 
ws Ri 一 onRi (wm — ws)RIR? 1 
RR "+ RR 7 
现在 确定 施 于 内 外 柱 面 的 摩擦 力矩 。 由 于 对 称 性 ,只 有 ow 了 0。 施 于 内 外 柱 面 的 摩擦 
力 分 别 为 ce |,=m 和 一 ow 1,-r, 。 这 里 内 外 柱 面 的 摩擦 力 的 符号 相反 ,这 是 由 于 内 外 柱 面 的 外 
法 线 方向 相反 。 利 用 式 (4. 6-1) 式 (4.6-6) 和 式 (4. 2-15) 得 


(4.6-6) 


和 二 


2 D2 
ws (2 =) 27 (4.6-7) 
因此 得 
(wi 一 oz )R3 (wi 一 oz ) RI e 
ae |r=R, 27 RR ao |/=R, = 27 RR (4. 6-8) 
施 于 单位 长 度 的 内 外 柱 面 的 摩擦 力矩 分 别 为 
2 (wm 一 oz ) RIRS 
Mi = 上 Rice |,-r, R1d0 一 一 4 对 
6 )RaRs (4.6-9) 
CI 一 OU: 
M, = | 及 : (一 ao | R=R, )R.d0 = 4r7 Re Rr 2 ——M, 


4.6.2 ”如 何在 实验 室 制造 点 涡 ? 
考虑 没有 外 柱 面 的 情形 ( 令 w= 二 0,R, 一 呈 ) ,得 


1 
v=wkRi— 


195 


196 


物理 流体 力学 


速度 分 布 与 点 涡 类 似 。 如 果 令 


lim wR? = const = I 
27x 


RI 一 0 一 ce 


那么 我 们 得 到 强度 为 卫 的 点 涡 , 其 感 生 的 速度 分 布 为 
于 和 


v(r) = pa 


【 例 1】 设 内 外 柱 面 的 温度 分 别 为 T 和 T, , 求 流体 内 部 温度 分 布 三 T(x)。 
解 : 在 平面 极 坐标 系 里 的 流体 的 热传导 方程 为 


Sr 9 ua | 2) 1 92 1 pi 
Ss (» 元 十 了 动 ) | > 2( 元 片 去 未 ]7 | 了 og+ 20%) 
从 式 (4. 6-7) 知 ,不 为 零 的 黏 性 应 力 张 量 只 有 ow ,上 式 化 为 


k 19 了 1 12 
pcv rr 2( or pe 


即 


1 (至 4 卫 [ 符 | 1 
rdr\ dr k Ri;— Ri i 


re 


积分 得 


T= Cs 十 Cilnr | 
式 中 Cl 和 C; 为 积分 常数 。 利 用 边界 条 件 求 得 


(wm — ws )RIR?’ 1 
Ri—R? ] 


r 


(wm — ws)RIR?/ 1 1 
| 了 1 2 J Kz kl 
、_ T_T+r[ ] ( 刘 南 ) 
G, 

ln 二 L 

R; 

a 2 (wi 一 oz ) RiR? a 
CG=T-CnR+ti [BR | 


习题 

4-6-1 考虑 没有 内 柱 面 的 情形 ( 令 w 一 0,R, 一 0), 设 柱 面 的 温度 Ti , 求 流体 内 部 温度 
分 布 T=T(r)。 

4-6-2 考虑 没有 外 柱 面 的 情形 , 设 柱 面 的 温度 Ti , 求 流体 内 部 温度 分 布 了 二 T(7)。 

4-6-3 考虑 没有 内 柱 面 的 情形 ,证 明 流 体 的 机 械 能 存 攻 为 记 。 一 一 二 | ,oosdv 一 
一 了 坊 dr。 根据 能 量 守 生 定律 ,流体 的 能 量 帮 等 于 流体 施加 在 柱 面 上 的 力 所 做 的 总 


功 , 即 Es 二 wsRs2xRz04 (7 二 Rs) 二 Mzws ,由 此 计算 圆柱 面 所 受 的 摩擦 力 6% (r= 二 R,)。 
4-6-4” 同 习题 4-6-3, 但 没有 外 柱 面 的 情形 。 


4.7 相似 法 则 


纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 是 一 个 高 度 复 杂 的 非 线性 方程 ,只 在 少数 情况 下 有 解析 解 , 绝 大 多 
数 情况 下 只 能 使 用 计算 机 用 数值 计算 方法 求解 。 为 了 检验 这 些 解析 解 和 数值 解 ,需要 做 实 
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验 。 由 于 流体 力学 实验 受制 于 实验 设备 ,必须 选取 合适 大 小 的 流体 。 另 外 ,在 实际 工程 设计 
中 ,不 可 能 把 实物 拿 来 做 实验 ,必须 要 把 实物 的 尺度 改变 (放大 或 缩小 ) 以 便 能 安排 实验 。 为 
了 使 实验 结果 有 意义 ,必须 要 根据 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 设计 实验 。 使 用 纳 维 -斯 托 克 斯 方 
程 ,通过 对 各 个 物理 量 进行 量 纲 分 析 ,可 以 得 到 相似 法 则 ,可 以 用 来 设计 模型 实验 。 
4.7.1 雷诺 数 、 弗 劳 德 数 和 施 特 鲁 哈 尔 数 
考察 一 个 物体 在 一 个 不 可 压缩 流体 里 的 非 定 党 运动 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 为 
dv 9v 1 


Hu。V)mv W+2 Vv ge. 
dt ot p po 
设 物体 的 线 度 为 工 ,流体 的 特征 速度 为 U, 特 征 时 间 为 mw。 定义 无 量 纲 的 量 


/ vv / r / 1 / p 


也 UD a LY” 1 pd p 5 《二 了》 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 化 为 
了 do- Lav / /| 3 yw 2L 
pt 二 (v V)v Vp Fa 人 (4.7-2) 
定义 以 下 无 量 纲 数 ， 
2 
Re 让 Fr ，S = 名 (4.7-3) 


分 别称 为 雷诺 数 Re、 弗 劳 德 数 Fr 和 施 特 鲁 哈 尔 数 St。 和 雷诺 数 的 物理 意义 为 惯性 项 (v。V) wv 
与 籍 性 项 六 v 的 比值 的 数量 级 , 弗 劳 德 数 的 物理 意义 为 让 强项 一 二 咏 与 重力 项 一 ge: 的 比 


9v 


值 的 数量 级 , 施 特 鲁 哈 尔 数 的 物理 意义 为 惯性 项 (v， Ww 与 时 间 项 元 的 比值 的 数量 级 。 
纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 化 为 无 量 纲 形式 


= 二 Vv Vp’ 1 志 Viv’ 让。 (4.7-4) 
其 解 为 
v= vw (Re,Fr,S,t,r), p’ = p (Re,Fr,St,t ,r’) (4.7-5) 
物体 所 受 的 阻力 为 
F= oU?L’?f(Re,Fr,St,t ,r’) (4.7-6) 


考察 两 个 物体 分 别 在 两 个 流体 里 的 运动 ,如 果 这 两 个 物体 是 几何 相似 的 ,即将 一 个 物体 
的 所 有 线 度 作 同 一 倍数 的 变化 后 得 出 男 一 个 物体 ,我 们 说 这 两 个 物体 是 具有 同样 形状 的 。 
如 果 两 个 流体 的 边界 亦 是 几何 相似 的 ,那么 对 于 这 两 个 几何 相似 的 问题 ,无 量 纲 函数 
vw (Re,Fr,Styt yr ).p' (Re,Fr,Si.t',r ) 和 f(Re,Fr,St,t ,rr ) 都 是 相同 的 。 只 要 这 两 种 
流动 的 雷诺 数 、 弗 劳 德 数 和 施 特 鲁 哈 尔 数 相同 ,改变 速度 和 坐标 的 量度 比例 尺 即 可 从 一 种 流 
动 得 到 另 一 种 流动 ,这样 的 两 种 流动 称 为 相似 流动 。 


4.7.2 普 朗 特 数 


考虑 有 温差 无 重力 的 情形 ,流体 的 热传导 方程 (4.4-22) 为 


dT _ aT kK 1 dU; | 9v; ( 荆 Av, ) 
。 T+ L 并 ‘edd ;jy 
dt at wa VE pcv 44 2 aE 9zi)\9xr; + Ck 
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设 流体 的 特征 温度 为 Tu ,定义 无 量 纲 的 温度 为 T= 起。 使 用 式 (4.7-1), 上 式 化 为 


二 g « pr 0 EE gu/ (加 i | 
NV tn a "aa a 


(4.7-7) 
定义 普 朗 特 数 Pr 一 到 "及 无 量 纲 数 @ 一 元 可 让 -流体 的 热传导 方程 化 为 无 量 纲 形式 


| a ( 束 + (we 区 ] 
FSV 二 9 Da Ta arr + ges 


(4.7-8) 
其 解 为 
到 三 F(R Pr On sr) (4.7-9) 
综 上 所 述 ,如 果 两 种 流动 里 各 自 的 固体 几何 相似 ,边界 条 件 几 何 相似 ,各 自 的 雷诺 数 、 弗 劳 德 
数 . 施 特 鲁 哈 尔 数 和 普 朗 特 数 相同 ,改变 速度 和 坐标 .时 间 和 温度 的 量度 比例 尺 即 可 从 一 种 
流动 得 到 另 一 种 流动 ,这 样 的 两 种 流动 称 为 相似 流动 ,这 就 是 流体 力学 相似 原理 。 已 经 广泛 
用 于 模型 试验 。 
模型 实验 的 第 一 步 是 ,依据 几何 相似 原理 把 固体 和 边界 条 件 原型 按 一 定 比 例 缩 小 或 放 
大 制 成 模型 。 第 二 步 是 依据 力学 相似 原理 ,根据 作用 在 流体 上 的 主要 力 来 选取 合适 的 无 量 
纲 数 相 等 来 满足 力学 相似 。 例 如 ,如 果 作 用 在 流体 上 的 力主 要 是 黏 性 力 时 ,要 求 它 们 的 雷诺 
数 相等 ; 如 果 作用 在 流体 上 的 力主 要 是 重力 时 ,要 求 它 们 的 弗 劳 德 数 相等 。 第 三 步 是 做 模 
型 实验 ,获得 流速 分 布 . 压 强 分 布 和 温度 分 布 等 。 第 四 步 是 依据 相似 原理 ,把 实验 结果 转换 
为 原型 的 流速 分 布 .压强 分 布 和 温度 分 布 等 。 
【 例 1】 有 一 很 大 的 开口 容器 盛 满 水 ,在 容器 侧面 的 器 壁 上 距离 水 面 为 六 处 开 一 面积 
为 Ss 的 小 孔 召 ,水 从 小 孔 射 人 大 气 ,用 量 纲 分 析 写 出 小 孔 射流 的 速度 和 流量 的 表达 式 。 
解 : 小 孔 射 流 的 速度 可 以 表示 为 v. 二 Uf1(Re,1/Fr) ,这 里 U= Vgh 为 射流 的 特征 速 
度 。 由 于 系 性 引起 的 能 量 耗 散 主 要 发 生 在 小 孔 附 近 , 流 体 的 特征 尺寸 不 是 或 者 容器 的 特 
征 尺 十 ,应 该 为 小 孔 的 特征 尺寸 上 一 VS ,因此 有 Re 一 AL 一 YAsa .Fr 一 本 一 -大 
7 7 aL Ss 
由 于 hh VSs ,有 Fr 全 1, 所 以 函数 fi (Re,1/Fr) 几 乎 不 依赖 于 Fr, 即 有 vw 二 Vghfi(Re,1/Fr) 衬 
Vghfi(Re,0) 。 
同 理 质 量 流量 为 
Q= pSaUfs(Re,l/Fr) pSs Veghf(Re,0) 


习题 
47-1 证 明 用 量 纲 分 析 写 出 小 也 射流 的 反 失 力 为 PpSoehf [e234 ]， 


4-7-2 一 个 半径 为 a 的 固体 球 在 黏 性 系数 为 人 密度 为 o 的 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 
以 角速度 w 绕 自身 直径 旋转 ,无 穷 远 处 的 流体 为 静止 ,证 明 雷 诺 数 为 Re 二 pwa”/7, 球 所 受 的 
合力 矩 为 M==pw?a’ FCRe) 。 

4-7-3 一 个 半径 为 a 的 固体 球 在 黏 性 系数 为 人 密度 为 o 的 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 
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以 速度 U=Uocoswt 作 简 谐 振动 ,这 里 Us 为 速度 振幅 ,ow 为 振荡 圆 频率 。 证 明 Re 一 全 2， 


Si 二 中, 球 所 受 的 阻力 为 F=pUBa’f (Re,St,t’ ,r’)。 


4.8 斯 托 死 斯 阻力 公式 


现在 我 们 来 研究 一 个 固体 球 在 无 穷 大 的 不 可 压缩 流体 中 作 缓 慢 的 匀速 直线 运动 时 所 受 
的 阻力 (斯 托 克 斯 问题 )。 球 的 速度 为 U, 球 的 半径 为 ,在 无 穷 远 处 的 流体 是 静止 的 ,流体 
作 定 常 流动 。 不 考虑 重力 。 

纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 为 


[A (4.8-1) 
在 球 缓慢 运动 的 情况 下 ,惯性 项 可 省 略 ,方程 (4. 8-1) 化 为 线性 方程 ( 称 为 斯 托 克 斯 方程 ) 
Vp=n¥vv (4. 8-2) 
取 方 程 (4. 8-2) 的 旋 度 得 
vAO=0 (4. 8-3) 
取 方 程 (4. 8-2) 的 散 度 , 并 利用 连续 性 方程 V。 v==0 得 
vp=0 (4.8-4) 


现在 我 们 分 别 用 三 种 解法 求解 。 


4.8.1 到 加 法 
这 一 解法 是 本 书 作 者 提出 的 ”, 取 球 坐 标 (~,0,.9p) ,坐标 系 | | 
的 原点 取 为 球 心 的 瞬时 位 置 , = 轴 沿 U 方向 ,如 图 4. 8.1(a) 所 机 0 
示 。 由 于 是 轴 对 称 流动 ,有 p= 二 =p(r,0) ,v= 二 wv(r,0)。 
边界 条 件 为 
V(r=a) = Ucos0 
velr = a) 一 一 Usin0 Oe (a) 中 


ur 一 co) 一 vpCr 一 co) 一 0 

(二 图 4.8.1 斯 托 克 斯 问题 
人 (a) 球 运动 ; (b) 球 静止 不 动 
式 中 po 为 常数 。 


用 斯 托 克 斯 流 函 数 来 表示 边界 条 件 ,得 


芝 = Ua’ sinfcosO. 2 = Ua sin’0 (4.8-6) 
. r=a bd r=a 
上 式 建议 了 斯 托 克 斯 流 函 数 的 可 能 的 形式 

y= f(r) sin20 (4.8-7) 


现在 我 们 使 用 齐 次 线性 微分 方程 所 满足 的 至 加 原理 来 求解 斯 托 克 斯 问题 。 任 何 齐 次 线 
性 微分 方程 都 满足 释 加 原理 , 即 任何 齐 次 线性 微分 方程 的 任意 数目 的 解 的 任意 线性 组 合 都 
是 方程 的 解 。 为 了 得 到 一 些 具 体 线 索 ,我 们 首先 回忆 一 下 齐 次 线性 常 微分 方程 理论 。n 阶 


* 王 先 智 . 斯 托 克 斯 阻力 公式 的 简单 推导 [机 .力学 与 实践 , 2017, 39(6): 617-619. 
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齐 次 线性 常 微分 方程 定义 为 
yo 十 加 (Zr)yoD 十 … 十 CCz)yo 十 思 (zy 一 0 


式 中 =, 初始 条 件 为 y(zo),ym(zo)，…，y DCzo)。 
可 以 证 明 ,n 个 初始 条 件 导致 解 的 存在 与 唯一 性 定理 ,以 及 nn 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 有 


n 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 ,它们 构成 方程 的 基本 解 组 ,它们 的 任意 线性 组 合 都 是 方程 的 通 


解 。 满 足 n 个 初始 条 件 的 通 解 是 唯一 的 。 

现在 回 到 斯 托 克 斯 问题 。 既 然 n 个 初始 条 件 导致 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 有 个 线性 
独立 的 和 完备 的 解 , 而 斯 托 克 斯 方程 是 一 个 二 阶 线性 偏 微分 方程 ,在 球 表面 的 边界 条 件 为 
ur 一 dg) 一 Ucosg 和 wo(r 二 4a) 二 一 Usin0, 那 么 根据 球 表面 的 这 两 个 速度 分 量 条 件 ,我 们 期 望 
斯 托 克 斯 方程 应 该 有 两 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 ,这 两 个 解 应 该 构成 方程 的 基本 解 组 ,它们 
的 线性 组 合 应 该 就 是 方程 的 通 解 并 且 应 该 满足 球 表面 的 两 个 速度 分 量 条 件 。 

现在 我 们 来 寻找 斯 托 克 斯 方程 的 两 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 。 当 然 ,这 两 个 解 需 要 满 
足 无 限 远 处 的 速度 条 件 和 压力 条 件 , 但 不 满足 球 表面 的 两 个 速度 分 量 条 件 。 

从 方程 (4.8-3) ,我 们 马上 发 现 ,无 旋 流动 9 二 VX uv=0 是 斯 托 克 斯 方程 (4. 8-2) 的 一 个 
解 。 众 所 周知 ,无 旋 流动 由 速度 势 B 所 确定 ,流体 速度 为 == V5。 速度 势 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 , 即 


vB=0 (4. 8-8) 
很 容易 证 明 无 旋 流动 满足 痰 v= 二 0, 因 此 斯 托 克 斯 方程 (4. 8-2) 化 为 Vp 二 0, 解 为 bp 二 
const。 我 们 看 到 ,无 旋 流动 解 对 流体 压强 只 不 过 贡献 了 一 个 常数 。 
拉 普 拉 斯 方程 足 @G=0 的 解 为 


$7,0) = >) (Cr 十 Dr )Pi(cosO) (4. 8-9) 


1=0 
式 中 Pi(cos0) 为 勒 让 德 函 数 ,有 Pu(cos0) 王 1 和 Pi(cos0)= 二 cos0, Ci 和 DD, 为 常数 。 
由 球 表面 的 边界 条 件 v,(r 二 a) 二 Ucos0 和 wo(r 二 a) 二 一 Usin9 可 知 , 速 度 势 只 与 
Pi(cos0) 二 cos0 有 关 , 即 


®B=C,++Dr cos (4.8-10) 
相应 的 流体 速度 和 斯 托 克 斯 流 函 数 分 别 为 
v= WDr’cosb), y=— Dr sin20 (4.8-11) 
现在 我 们 寻找 男 一 个 解 。 拉 普 拉 斯 方程 p 二 0 的 解 为 
pl(r,0) = Dy CA’ + Br )P,(cos0) (4.8-12) 


式 中 A, 和 B, 为 常数 。 
由 球 表面 的 边界 条 件 v,(r 二 4a) 二 Ucos9 和 ww(r 二 a) 二 一 Usin 以 及 斯 托 克 斯 方程 (4. 8-2) 
可 知 ,压强 p 只 与 Pi(cos0) 二 cos9 有 关 , 即 
p= po+Bir cosb (4.8-13) 
把 方程 (4. 8-13) 代 入 式 (4. 8-2) 得 
VIBir ?cos0) = 7Vv (4.8-14) 
现在 我 们 使 用 量 纲 分 析 来 获得 一 个 解 。 我 们 注意 到 ,~ 是 一 个 有 量 纲 的 变量 ,而 0 是 一 
个 无 量 纲 的 变量 ,所 以 我 们 取 7 为 基本 量 , 而 把 其 他 物理 量 取 为 导出 量 。 令 v 和 vy 的 量 纲 分 
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别 为 [四 = 内 和 [网 王 六 ,这 里 8 和 mw 为 待定 常数 。 使 用 [Vj 二 ! 和 [YY] 二 r ,我 们 获得 
[VBir ?cos) J] = [yry¥v] = [Vr = [Vlv]=r i =r (4.8-15) 
上 式 给 出 8 二 一 1。 使 用 斯 托 克 斯 流 函 数 定义 式 (1.6-17) 得 
[v]=*n=r (4. 8-16) 


上 式 给 出 a==2 十 8 二 1。 
参考 方程 (4. 8-7) 得 
_2E E 
六 


y= Er sin20， vw,= cos0, ww 一 一 过 sinb (4.8-17) 
式 中 下 为 待定 常数 。 


现在 我 们 证 明 , 方 程 (4. 8-17) 的 确 是 式 (4. 8-14) 的 解 。 把 方程 (4. 8-17) 代 入 式 (4. 8-14) 
的 径 向 分 量 方程 得 


1 9(Bir cos0) 2 9(Cusin0) 2v, 
Ye 3 (4. 8-18) 
经 过 简单 计算 ,我 们 获得 
B= 2Er (4. 8-19) 


上 面 我 们 得 到 的 斯 托 克 斯 方程 的 两 个 解 之 一 是 无 旋 流动 解 ,其 斯 托 克 斯 流 函 数 yp 二 
一 Dir sin?9 反 比 于 7 , 另 一 个 量 纲 解 是 涡 旋 流动 解 ,其 斯 托 克 斯 流 函数 J 二 Er sin?0 正 比 于 7， 
这 两 个 斯 托 克 斯 流 函 数 的 比值 不 是 常数 ,因此 这 两 个 解 是 线性 独立 的 。 所 以 这 两 个 解 的 线 
性 组 合 就 是 斯 托 克 斯 方程 的 通 解 , 即 


v, 一 (= 一 人 ]2cow (4. 8-20) 


3 
Dy (关系 Jusin (4. 8-21) 


把 式 (4.8-21) 代 入 应 力 张 量 公式 (4. 2-11) ,得 


ps 3 
or = 27 3 业 po + ( 3 中 光 Janeow 
ar(r 一 Q) pl(r=a) po Dcos0 
二 a (4. 8-22) 
OUr QTVp Ue a 7 > 
再 A r 90 gr rr ) 2 


an( 广 一 4) 一 3 sing 


a 


把 球 表面 上 的 所 有 面 元 所 受到 的 力 加 起 来 ,得 阻力 
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r= 中 (eav + enn),-adS 
s 


= Dwar e.| doCaw cos0 — aesin0),-。sin0 =— e:6xanU (4. 8-23) 
0 


也 可 以 利用 施 于 任意 流体 面 元 上 的 力 的 公式 (4. 2-21) 来 计算 作用 在 球 上 的 力 , 计 算 见 
习题 4-8-1。 

作 一 个 伽利略 变换 ,让 球 静 止 不 动 , 无 穷 远 处 的 流体 以 匀速 一 U 流动 ,如 图 4. 8. 1(b) 所 示 ， 
用 到 加 法 求解 ,见习 题 4-8-2。 


4.8.2 矢量 势 法 


作 一 个 伽利略 变换 ,让 球 静 止 不 动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 匀速 一 U 流动 。 现 在 我 们 用 矢量 

在 磁 学 中 ,根据 磁场 高 斯 定理 ,任何 磁感应 强度 的 散 度 恒 为 零 , 即 V。 了 =0, 因 此 磁感应 强度 
可 以 表示 为 磁 矢量 势 的 旋 度 , 即 B= 二 VXA。 用 这 样 的 表示 来 求解 磁 学 问题 称 为 磁 矢 量 势 法 。 

由 于 不 可 压缩 流体 满足 VY. v= 二 0,v 同样 可 以 表示 为 矢量 势 的 旋 度 , 即 

v=—U+VXA, A=A(r,U) (4. 8-24) 

由 于 忽略 了 惯性 项 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 线性 方程 ,因此 矢量 U 必须 线性 地 出 现在 
A 二 A(r,0) 中 ,由 r 和 UU 构造 出 来 的 这 样 的 线性 矢量 只 有 rXU, 即 AXrXU, 所 以 我 们 可 以 
把 4 写成 


pe 二 e, XU= WXxU (4. 8-25) 


式 中 /(7) 为 待定 函数 。 
把 式 (4. 8-25) 代 入 式 (4. 8-24) 可 得 流体 速度 为 


v =—U+ VX (VIXU) (4. 8-26) 
利用 矢量 公式 VX (aXxb) 二 a(V:b) 一 b(V*，a) 十 (b， Va 一 (a* Wb, 得 
v=—U+VX (VIXU)=—U—UVf+(U: Vv (4. 8-27) 
利用 矢量 公式 Va，b) 二 (a， Wb 二 (b* Wa 二 aX(VXb) 十 bX(VXa), 得 
VU VN) = UWV (4. 8-28) 
把 式 (4. 8-28) 代 入 式 (4. 8-27) 得 
v=—U—UVf+VU. Vf) (4. 8-29) 
因此 涡 量 为 
0= VWv=— VUvf) (4. 8-30) 
利用 矢量 公式 VX (ga) 二 WXa 十 Jy VXa. 得 
Q= Wwv=—V(VI) XU (4. 8-31) 
把 式 (4. 8-31) 代 入 式 (4. 8-3) ,得 
VD = 一 YLTCvF) XU]=— VvVvVf/)xU=0 (4. 8-32) 


式 (4. 8-32) 对 任意 的 U 成 立 , 所 以 有 
VV¥f = const (4. 8-33) 
由 于 在 无 穷 远 处 vo 一 一 U, 因 此 式 (4. 8-29) 要 求 ,在 无 穷 远 处 Vf 为 恒定 矢量 ,Vf 为 零 。 这 
意味 着 式 (4. 8-33) 中 的 常数 必须 为 零 . 式 (4. 8-33) 成 为 
¥¥f=0 (4. 8-34) 
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即 

WW 

六 二 ("jv -0 
积分 得 

_1l1d/:df\_2A 

Y7= 点 各 (- 至 }= 玲 +6B 

式 中 A 入 为 积分 常数 。 由 于 在 无 穷 远 处 中 /为 零 , 因 此 B 一 0。 对 上 式 积分 得 


7 一 分 + 和 (4. 8-35) 
式 中 积分 常数 A 和 C 由 边界 条 件 v(r 二 a) 二 0 确定 。 
把 式 (4.8-35) 代 入 式 (4. 8-27) 并 利用 U .Vv=U 也 ,得 


v=U(-1- 人 -+eow.e)(- 人 + 等 ] (4. 8-36) 
rr 总 | 并 [ 
利用 边界 条 件 v(r==a)==0, 得 
0 一 1 一 全 下) 上 ee 一 全 + 举 )=。 (4.8-37) 
a a a 
为 了 保证 上 式 对 任意 的 e, 成 立 , 必 须 有 
i (4. 8-38) 
a a a a 
可 解 得 
3 i 1 3 35 i WY , ( 闫 -四 
A= 一 3e，( Ta of 1 十 天 + 下) 上 ed o[ 于 一 洛 
(4. 8-39) 
现在 计算 压强 。 把 式 (4. 8-29) 代 入 斯 托 克 斯 方程 (4. 8-2) ,并 利用 式 (4. 8-34) ,得 
WW=7v{(-U—Uv/+AU: YA) = 7VU. VN)) (4. 8-40) 
所 以 有 
p= ptU WHEN ptU YA) pt im ee (4. 8-41) 
式 中 po 为 常数 。 由 式 (4. 8-31) 可 求 得 涡 量 为 
3a e, XU Satj 
0=-XV/)xU= 学 入 =— 0, FFsind (4. 8-42) 


4.8.3 流 函 数 法 


对 于 轴 对 称 流 动 , 斯 托 克 斯 流 函 数 满足 式 (4. 3-9) 。 考 虑 定常 流动 的 情形 , 式 (4. 3-9) 化 为 


1 9 9 1 强 郭 j= 1 也 1 可 
(iis 909r rsing gr 90)r’? sin20 4 BB 5 4 Be) 


在 流体 缓慢 运动 的 情况 下 ,可 以 略 去 非 线性 项 ,得 
Ey=0 (4. 8-44) 


使 用 下 列 数学 恒等式 : 


‘ 玉 


@Lf(r) sin20] = (Hj 0 (4.8-45) 
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可 知 流 函 数 的 可 能 形式 为 式 (4. 8-7), 即 y= 二 f(r)sin?0,f(7) 满 足 
:0 = 汐 
忆 lw 


[C(x—2)(n—3)—2][n(n—1)—2]=0 
解 得 n= 一 1,1,2,4。 所 以 f 的 通 解 为 


令 f= 二 rm" ,代入 上 式 得 


f= 全 +B +0+ Dr (4. 8-46) 
式 中 A、B.C 和 DD 为 常数 。 涡 量 为 
LL Ti 27 
py = 一 ( 猎 4 jsin (4. 8-47) 


现在 我 们 按 图 4. 8. 1 所 示 的 两 种 情形 来 求解 。 
(1) 无 穷 远 处 的 流体 静止 不 动 
边界 条 件 为 式 (4. 8-5) ,用 流 函 数 表示 为 


9g| Usingeosg, | = aU sin: 1%| ”= 
550| azUsinbcosO， 了 | aU sin20， 7 a6|,.. 0 
(4. 8-48) 
19y =0 
r 97r mr 
把 式 (4.8-46) 代 入 式 (4. 8-48) 得 
3 
下 三 U (一 告 十 妾 r ]sin?0 (4. 8-49) 


(2) 球 静 止 不 动 
作 一 个 伽利略 变换 ,让 球 静 止 不 动 无穷 远 处 的 流体 以 均匀 速度 一 U 流动 。 边 界 条 件 为 
V(r=a)= wr=a)=0, vl =—UcosO, wel = Using (4.8-50) 
用 流 函 数 表示 为 


oy 三 oy =— 1 sin2 
ar|,. 0 a0|,, 0， |e zUr sin’0 (4.8-51) 
把 式 (4. 8-46) 代 入 式 (4. 8-51) 得 
人 | 
一 U( 告 一半 六 十 Dd ja 0 (4.8-52) 


4.8.4 能 量 方法 


前 面 我 们 把 球 表面 上 的 所 有 面 元 所 受到 的 力 加 起 来 计算 阻力 ,现在 用 能 量 方法 来 计算 。 
根据 能 量 守 便 定律 ,流体 的 能 量 耗 散 等 于 流体 施加 在 球 上 的 力 做 的 总 功 , 即 


FU = Es, =— 中 lerothdy (4. 8-53) 
v 27 
把 方程 (4. 8-21) 中 的 流体 速度 代入 应 力 张 量 公式 (4. 2-11) ,得 
3 
= 2 一 (一生 + 所]sUyeosg 


qr r 


on 7( D0 未 2 二] 3a Un,ing 


ra0 9r rr 2 
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/ 9 所 
om 27( i 30 + | 3 (# 所 Juyeos 
E (4. 8-54) 
网 2 十 woot ) 3 Juveos 


使 用 式 (4. 8-54) 得 


Lk 
27 


圳 2 oo 十 2c8 20 妈 十 2042) 
加 LE 全 一 6 (s) +2 (2) ]eos0+ (4) } (4. 8-55) 
把 式 (4.8-55) 代 入 式 (4. 8-53) 并 积分 , 即 得 斯 托 克 斯 阻力 公式 (4. 8-23)。 

另 一 方法 是 使 用 式 (4. 4-11) ,见习 题 4-8-5。 

【 例 1】 作为 斯 托 克 斯 问题 的 推广 ,考虑 一 个 半径 为 w、 黏 性 系数 为 了 的 不 可 压缩 球形 
液 滴 在 无 穷 大 的 黏 性 系数 为 7 的 不 可 压缩 流体 中 作 匀 速 直线 运动 , 求 液 滴 所 受 的 阻力 。 

解 : 作 一 个 伽利略 变换 ,让 液 滴 静 止 不 动 ,无 穷 远 处 的 流体 以 匀速 U 流动 。 对 于 刚体 ， 
静止 意味 着 刚体 上 的 所 有 质点 的 速度 为 零 。 由 于 液 滴 不 是 刚体 , 液 滴 静止 不 动 并 不 意味 着 
液 滴 内 部 的 液体 质点 的 速度 为 零 , 液 滴 静 止 不 动 只 意味 着 液 滴 内 外 的 流体 分 别 绕 液 滴 表面 
流动 , 液 滴 表面 的 速度 的 法 向 分 量 为 零 , 液 滴 表面 为 流 面 , 液 滴 表 面 上 的 流 函 数 为 常数 。 

现在 用 流 函 数 法 求解 。 用 释 加 法 和 矢量 势 法 求解 分 别 见习 题 4-8-8 和 习题 4-8-9。 取 球 


坐标 (r,0,9) ,坐标 系 的 原点 取 为 球 心 , zx 轴 沿 吕方 向 。 前 面 已 经 求 出 通 解 式 (4. 8-46), 即 
2 4 
和 (4 4 十 有 到 十 C 万 二 Djeeo sinzg 
1 9% 2cos0 


y 


sin0 90 ~ 7? sin’t 


9 a (4 B” i 人 所 josing 
式 中 A.B.C 和 DD 为 无 量 纲 常 数 。 
液 滴 表 面 的 边界 条 件 如 下 : 液 滴 内 外 的 速度 的 法 向 分 量 为 零 ,速度 的 切 向 分 量 w 连 
续 , 应 力 张 量 ce 和 cv 连续 。 因 此 边界 条 件 为 
Vrie(r 一 co) = Ucosb, me(Cr 一 co) 一 一 Usin0， vealr =a) 一 minGr 一 C) 一 0 
Veerx(r 一 Q) 一 TaCr 一 QQ)， Onealr = a) = onn(r 一 CQ)， Oralr = a) = on,n(r = a) 


2cos0 


值得 注意 的 是 ,由 于 VW = 志 sn20 人 边界 条 件 Vnex(T 二 Qa) 二 vin (7 二 a) 二 0 意味 着 yj.(r 二 a) 二 
(r=) = 0 

利用 通 解 和 边界 条 件 w,。.(r 一 co) 王 Ucosbg,uss(r 一 cc) 一 一 Using,uwin(r 一 a) 一 0, 并 注 
意 到 在 球 心 处 流体 速度 有 限 ,得 


Aa’ | Ba 


Aai 
Vrex 一 Ucos0 十 (等 十 泽 ]zUeos， Ve,ex 一 一 Usinb0 十 ( 


一 一 一 至 jusing 
上 r 

到 
ur 一 Cl1 一 一 |2Ucosg， va 王 一 C| 2 一 4 一 |Usin0 

a a 


式 中 无 量 纲 常数 A.B 和 C 由 边界 条 件 vo (r 二 a) 二 0,vo,ex (7 二 a) 二 voin (7 二 4a) ,0g,ex (7 二 a) 
owp,m(7 王 a) 确定 , 即 
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1 十 2(A 十 B) = 0， 1 十 (4 一 B) =2C， 区 (一 3A4 十 B) 十 1 一 (A 一 B)] 7 6C 
7 ， 有 二 二 27 一 3 ，C 7 
4(7 二 77) 4(7 十 7) 4(7 十 7) 
现在 使 用 斯 托 克 斯 方程 VP 二 Vv 来 求 压强 。 使 用 e. 二 e,cos9 一 esin0, 流 体 速 度 可 以 写成 
Vex = Viser ;+ vie 6 = UTAUa’ " 和 】 TUaB e: — BUaxz " 加 


gzr 
因此 
L 9 1 9 1 
到 we =— BUa v(: YY 】 2BUa " 交 ) Vpex = 1 V vex BUa 六 7 】 
所 以 压强 为 


pa = 和 re 一 有 2BUa 2 1 = po + 2BUar ?cosb 
式 中 名 ,为 常数 。 上 式 与 式 (4. 8-19) 一 致 。 


利用 应 力 张 量 公式 得 
= = nwUa™!6Csin0 =— 397 
Ow,ex(T = a) 7 Ua 6Csin0 i Ua 1sin0 
omar = a) poer + 7(— 12A — 6B) Uaricosbg =— po,ex + 人 到 Uoneovy 
球 滴 所 受 力 为 
N= 中 (oo top ) eds = .2ra’| downcos0 — Ovex SinO) ,, 
= Ue 


7 一 c= 对 应 刚 球 的 情形 。 

计算 阻力 不 需要 边界 条 件 cr,e(r 一 a) 一 arn(r 一 w)。 

【 例 2】 一 个 固体 球 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 绕 自 身 直径 缓慢 匀速 旋转 ,无 穷 远 处 
的 流体 静止 , 求 流体 的 速度 分 布 及 作用 在 球 上 的 总 摩擦 力矩 。 

解 : 以 球 心 为 直角 坐标 系 的 原点 ,旋转 轴 为 > 轴 。 球 面 上 的 流体 速度 为 刚体 球 的 球面 
的 旋转 速度 , 即 v (r= 二 4a) 二 (w Xr),-。 王 exoasin0。 这 就 提示 我 们 ,流体 的 速度 分 布 应 为 


om) 一 二 /Ca Xr 三 esf(r)wsin9。 这 里 fr) 为 待定 函数 。 当 球 低速 旋转 时 ,惯性 项 可 略 
去 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 化 为 线性 方程 一 你 十 7 Vv 二 0。 
使 用 e, 王 一 ersinp 十 evcosp 得 


1 9r129(ves)], 1 (ves), 1 arsing9Cver) 
V ws Me [a 元 [ ] rsing ag rsing301 7 90 


19/29v), 1 9/sing9v Uv 
ep [去 1 红 ) ”rsing 加 是 如 ] sa] 
因为 /一 pr,0) ,所 以 有 Wp=e, 了 +es 上 3。 
综合 以 上 的 结果 ,我 们 发 现 压强 与 速度 没有 耦合 ,一 十 7 YYv 二 0 化 为 两 个 方程 
Vp 二 0 和 Vv==0。 


aor 
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方程 Vp 二 0 的 解 为 p= 二 const。VYv 二 0 化 为 
1 9 (= 于 ] We (并 如 | 也 
rar Agr) rsinga0\ r 90) rzsinz0 
把 v=f(r)wsin0 代入 上 式 得 全 [*2) 一 2f=0。 
v= f(r)wsin 外 i(r 区 ]- is 
令 /=r”", 代 人 上 式 得 n(n 十 1) 一 2 二 0, 解 为 n 二 一 2,1。 所 以 通 解 为 
f=Ar’?+Br, vr)= (人 A+B) xr 
式 中 常数 A 和 B 由 边界 条 件 w(r 一 a) 三 (@ Xr),_。 二 egwasin9 和 um( 一 =) 一 0 确定 , 即 
v(r) = Sx 让 7 稀 归 ] 37 ee Bin 
作用 在 球 上 的 总 摩擦 力矩 为 
M 一 | [a (asing) » (2xasing) » ad0 一 一 8r7asow 


【 例 3】 无 限 大 的 流体 中 有 两 个 半径 均 为 a 的 平行 圆 形 平板 ,两 小 一 一 
个 平板 的 圆心 的 连 线 垂直 于 板 面 ,其 间距 远 小 于 半径 。 一 个 平板 静 和; 4 
9 


止 , 另 一 个 平板 以 恒定 速度 志 缓 慢 接 近况 止 平板 ,计算 平板 所 受阻 力 。 

解 , 取 柱 坐 标 系 ,原点 取 为 静止 平板 的 圆心 ,= 轴 取 为 两 个 平板 
的 圆心 的 连 线 ,运动 平板 的 速度 为 一 we. ,如 图 上 8. 2 所 示 。 柱 坐标 系 图 482 Wns 
里 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 (4. 2-16) 和 连续 性 方程 (4. 2 四 


ao 理工 3 卫 

tv WR-— smtp -让 加 一 辣 ] 
au | URUg 1 3 万 上 入 和 
a Dt i ap tol tr ay Rt 
ve foe Wa, == tv 

oat az 

1 aCRons) 1 au 

R 9R |R pe Ee 


现在 我 们 来 简化 上 述 方程 。 由 于 运动 平板 以 恒定 速度 缓慢 接近 静止 平板 , 纳 维 -斯 托 
克 斯 方程 中 的 所 有 非 线性 项 都 可 以 忽略 。 由 于 两 个 平板 的 间距 远 小 于 半径 a, 两 个 平板 
之 间 的 流体 的 运动 以 径 向 为 主 , 即 zs0,mg 六 闪 。 由 于 vn 可 以 写成 vn 二 uf(h,R,z,), 有 
~w ,因此 人 是 非 线性 项 ,可 以 忽略 。 


综 上 所 述 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 简化 为 
线 + Von | 从 2 VA 0 


DR 
连续 性 方程 简化 为 
1 3CRog) ， au 


R oR GE4 
由 于 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 中 的 时 间 项 守 被 略 去 ， 因此 其 解 不 直接 显 含 时 间 , 即 vr 二 


uf(h,R,z) ,但 流体 的 运动 仍然 不 是 定常 流动 ,这 是 因为 h 与 时 间 有 关 。 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 还 可 以 进一步 简化 ,为 此 需要 作 数 量 级 估计 。 根据 zx~~y~~R~a， 


王后 (1) 
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Ca a 
= 一 包 直 上 述 连续 性 方程 得 赤 一 和 全 on。 进一步 有 和 一生 一直 < 一直 ,一 区 
乱 兰 万。 使 用 这 些 结果 和 上 述 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 得 


9 Uz 也 ~ 32 
才 =yYu 一 ?一 ~7 芋 ， 武 号 塌 j=， Be 


因此 有 3& 一 全 2 六 疙 , 即 两 个 平板 之 间 的 流体 的 压强 变化 以 径 向 为 主 。 纳 维 -斯 托 克 斯 广 


aR 几 9z 
程 最 后 简化 为 
gaP ， azuR gaP ~ 
Rt 0 3 宕 交 (2) 
边界 条 件 为 


Ve(Z 0) vr(z = 0) 0, wv.(z= hh) u, vr(z=h) 05 pCR a) po 
式 中 po 为 平板 之 外 的 流体 的 压强 。 
把 方程 (2) 中 的 两 个 方程 分 别 积分 ,并 利用 边界 条 件 ve (x 二 0) 二 vr (z 二 h) 二 0 得 


二 了 dp 
vR 一 37 dR z—h) 
把 上 式 代 入 方程 (1) 得 
Le d dp 9v。 
BR 让 ( 正 )+ 台 
积分 得 


[起 (* 笋 )]]= Wat | do. 一 0 
化 简 得 
VU: 


zk( 了 -学 ) 训 (R 唆 ) 
利用 边界 条 件 v.(z==h) 二 一 u 得 
222 — 32h hn d (x dp 


1 us 127R dR 千 j+u=0 (3) 
把 方程 (3) 中 的 第 二 个 方程 积分 ,并 利用 边界 条 件 p(R=a) 二 po 得 


p= p+ (a —R’) 


U: 


因此 由 式 (4.2-14) 得 


d pe 
es 十 27 3 商 (ee R*) 十 12gu 定妆 


hs 


二 加 Sa R2) 一 一 旋 


平板 所 受阻 力 为 
se _ 3mmua’ 
F=| 0 po) » 2xRdR 2 
习题 


4-8-1 对 于 斯 托 克 斯 问题 ,已 知 vw, [2 275 3 Ueos0, sv ( 和 你]usio, p= 
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po 3 50s0,0 学 和 Saing. 利用 施 于 任意 流体 面 元 上 的 力 的 公式 (4. 2-21) 


计算 流体 作用 在 球 上 的 合力 ,公式 为 
F=fas = 4] dp] ad pe + ne XQ+ 27 9 jsin0 
4-8-2 ”用 又 加 法 求解 斯 托 克 斯 问题 。 对 斯 托 克 斯 问题 作 伽 利 略 变换 ,让 固体 球 静 止 不 


动 , 无 穷 远 处 的 流体 以 均匀 速度 一 U 流动 。 证 明 无 旋 流动 解 为 $8 二 CG, 十 (Cir 十 Dir™?)cos0, 量 
纲 解 仍 为 式 (4.8-17) ,因而 释 加 解 为 w {c+ 坚 2 jeosg,m ( G a jsin0, 
rr r Kk: 
这 里 Co。、C1\D 和 EE 为 常数 。 计 算 流体 速度 。 
4-8-3 用 矢量 势 法 求解 斯 托 克 斯 问题 。 固 体 球 以 速度 U 作 匀 速 直线 运动 ,无 穷 远 处 


的 流体 静止 不 动 。 设 v=VX4,4 一 0 呈 


满足 中 中 A=0, 其 解 为 上 Artt hh of 全 一 1 


数 A 和 C 由 边界 条 件 v(r==a) 二 U 确定 。 结 果 为 


A 


i)+e, Ur: ce)[ 一 全 十 涛 ,这 里 积分 党 


4-8-4 已 知 斯 托 克 斯 问题 的 流体 速度 为 己 (各 所 jucoow ( 到 全 js， 
使 用 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 咏 二 7 严 w 来 求 压强 ,证 明 
i aU ME 3aU _ :vi) 


4 4 r 1 r 
¥v 3aU v(: vl 】 3aU 7 a 1 ) 3 vs 
4 r 2 qzr 


从 而 获得 /一 户 十 中 Seos。 

4-8-5 推导 斯 托 克 斯 阻力 公式 的 其 他 方法 。 一 个 固体 球 以 速度 U 在 流体 中 作 缓 慢 的 
匀速 直线 运动 ,根据 能 量 守 恒定 律 ,流体 的 能 量 耗 散 等 于 流体 施加 在 球 上 的 力 所 做 的 总 功 。 
使 用 式 (4. 4-11) ,得 

Us 和 一 一 7|, arav —2nb [(v. Vv ds—27 中 [(v. Vv]. ds 


Di 


式 中 ,S- 为 无 穷 远 处 的 边界 表面 ，S, 为 球 的 表面 。 由 于 流体 的 能 量 耗 散 巨 sw 只 与 3 有 关 ， 


作 伽 利 咯 变换 Es 不 变 。 而 上 式 中 的 两 个 表面 积分 与 有关 ,必须 为 零 , 即 
FU = Es, = 一 了 | Qav 


把 涡 量 式 (4. 8-42) 代 入 上 式 计算 阻力 。 
4-8-6 确定 斯 托 克 斯 问题 的 流体 温度 分 布 。 无 穷 远 处 流体 的 温度 保持 恒定 温度 To 。 
由 于 固体 球 运动 缓慢 ,流体 热传导 方程 (4. 4-22) 中 的 非 线 性 项 (v。 WT 可 以 忽略 ,简化 为 
1 


CV 0 


e,XU==VfXU,v== 一 Uf 二 VU。，Vf), 证 明 f 
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把 式 (4.8-55) 代 人 上 式 得 
让 信人， 大 
[= 2(" A rising sin; 入]] 


人 的) 人 


假设 解 为 
T= f(r) cos’0+ g(r) 
证 明 
r+2rf’—6f 2 [s (2) s (2) +2(£)] 
rg +2rg’ +2f —— RnU (2) 
解 为 


7 和 人 人) + 人 -站 (人 +4 (人 
人 
式 中 A.B 和 C 为 积分 常数 。 
注意 单位 时 间 内 流入 球面 内 的 总 热流 为 零 ,球面 温度 恒定 ,可 得 


15 
dx 


nyU’, B=29U, C=T, 
4-8-7” 接 例 1。 使 用 例 1 获得 的 液 滴 内 部 的 液体 速度 公式 w=C (1 所 jaUeosl 


a 


ww 一 一 C(2 一 4 王 ]Usin0 和 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 wp 一 9? Yu, 来 求 液 注 内 部 的 压强 及 应 力 张 量 


ao 和 ww。 提示 ， 上 一 one 十 wae 2Cul 1 2 把 ]+2CU 芝 ,ww 20CU 上 


4-8-8 用友 加 法 求解 例 1。 证 明 在 液 滴 内 ,无 旋 流动 解 为 Bi 二 Co 十 Circos0, 量 纲 解 为 
gin 二 Ertsin*0, 苍 加 解 为 v,,s 二 (Ci 十 2Er?)cos0,vein 二 一 (C1 十 4Er?)sin0, 这 里 CC 和 EE 
为 常数 。 在 液 滴 外 的 解 由 习题 4-8-1 给 出 ,后 面 的 求解 过 程 同 例 1。 


4-8-9 用 矢量 势 法 求解 例 1。 在 液 滴 内 , 设 v;, 二 VX Ai ,A a Do, xU Vs XU 


v6 一 一 U Vf 二 WU，V/s)。 证明 记 满 是 严 严 /一 一 308, 其 解 为 六 一 一 生产 一 是 六 un 
三 U (a 十 4Br?) 一 e,(U。，。e,)2Br? ,这 里 a 和 8 为 待定 常数 ; 在 液 滴 外 设 v。 二 U 十 VX A ,4 一 


D6 x0=VWXU,v06=0 一 Uf 二 VU， WV)。f 满 中 Vf 一 0, 其 解 为 式 (4. 


8-35), 即 fa —Dr+ ,we ul 2 对]+e .en)(-2+e 后 ], 这 里 C 和 万 为 待定 
常数 。 后 面 的 求解 过 程 同 例 1。 
4-8-10” 接 例 2。 使 用 方程 (4. 4-18) ,证 明 流 体 的 能 量 耗 散 为 


| ahahdV 一 | ordV 
7 V 


Es 27Jv 
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根据 能 量 守恒 定律 ,流体 的 能 量 耗 散 等 于 流体 施加 在 球 上 的 力 所 做 的 总 功 , 即 巨 ss 一 Mo, 由 
此 计算 球 所 受 的 总 摩擦 力矩 M。 


4-8-11 接 例 2。 证 明 涡 量 O 一 (6,2cos0 十 esin0)。 使 用 方程 (4. 4-13) ,计算 球 所 
受 的 阻力 和 矩 M, 即 
Es = Mo 一 一 7| orav — 2 中 [ev ey 丁 


提示 : 上 式 中 dS 的 方向 为 一 e- ,以 及 
Le 2L 
rsin0 99 rsin0 


(ve Vov=v ersin0 一 escosO) 


从 而 得 
is = Mu 一 一 中 osav = area | db sin’0 
4-8-12 有 两 个 同心 的 固体 球面 ,其 中 外 面 的 球面 静止 :半径 为 Rs ,里 面 的 球面 以 角 速 
度 w 绕 自身 的 直径 缓慢 匀速 旋转 ,半径 为 Ri ,中 间 充 满 了 流体 。 证 明 流体 的 速度 分 布 为 


Ri 1R 
v(r) 一 斑 (全 1 兴 二 
应 力 张 量 为 
[2 RIR: sin0 
kn 
作用 在 内 球面 上 的 总 摩擦 力矩 为 
M = [6% -maCRisin0) «(2xRisin0) 。Ridg —— ry 


4-8-13 有 两 个 同心 的 固体 球面 ,其 中 里 面 的 球面 静止 ,半径 为 Ri ,外 面 的 球面 以 角 速 
度 w, 绕 自 身 的 直径 缓慢 匀速 旋转 ,半径 为 Rs ,中 间 充 满 了 流体 。 证 明 流体 的 速度 分 布 为 
有 fR 
vn -Rss 1 xr 
应 力 张 量 为 


作用 在 外 球面 上 的 总 摩擦 力矩 为 
M 一 一 [alk =R (R2sing) 。 (2xR,sing) 。 Rd0 —— gr RE To 


上 式 中 的 负 号 是 因为 外 球面 的 外 法 线 方向 单位 矢量 为 一 e,。 

4-8-14 两 个 同心 的 内 外 固体 球面 以 不 同 的 角速度 w 和 ws 绕 不 同 的 直径 缓慢 匀速 旋 
转 ,球面 的 半径 分 别 为 R 和 R, ,中 间 充 满 了 流体 。 证 明 流体 的 速度 分 布 为 
A ES= 1jw xr 十 丙 王 (Ss- 1 Xr 

提示 : 由 于 略 去 惯性 项 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 是 线性 的 ,因此 位 于 两 个 同心 的 球面 之 间 
的 流体 的 运动 可 以 看 成 两 种 流体 运动 的 至 加 ,两 种 流体 的 运动 分 别 为 一 个 球面 静止 , 另 一 个 
球面 绕 自身 的 直径 缓慢 匀速 旋转 产生 的 。 


v(r) = 


211 


212 


物理 流体 力学 


4-8-15 分 别 用 习题 4-8-10 和 习题 4-8-11 的 能 量 方法 计算 作用 在 习题 4-8-12 中 的 
内 球面 上 的 力矩 。 

4-8-16 分别 用 习题 4-8-10 和 习题 4-8-11 的 能 量 方法 计算 作用 在 习题 4-8-13 中 的 
外 球面 上 的 力矩 。 

4-8-17 接 例 3。 使 用 方程 (4. 2-15) 计 算 应 力 张 量 , 作 数量 级 估计 ,证 明 cm 一 c 一 


一 于 ,0 一 于 ,保留 最 大 项 。 
4-8-18” 接 例 3。 证 明 流体 的 能 量 耗 散 中 的 最 大 项 为 


1 oad |) 
Es 纺 vaaaidy 衬 ,dV 从 7 了 dV 


根据 能 量 守 恒定 律 ,流体 的 能 量 耗 散 等 于 流体 施加 在 平板 上 的 力 所 做 的 总 功 , 即 Es 二 Fu, 由 
此 计算 平板 所 受 的 阻力 下 。 


4.9 黏 性 流体 的 振荡 运 却 


4.9.1 一 个 作 缓 慢 的 简 谐 振动 的 固体 球 引 起 的 流体 振荡 运动 

在 4.8 节 , 我 们 用 又 加 法 求解 了 一 个 固体 球 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 作 缓 慢 的 匀速 
直线 运动 时 所 受 的 阻力 。 我 们 的 基本 想法 是 ,既然 n 个 初始 条 件 导致 4 阶 齐 次 线性 常 微分 
方程 有 nn 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 , 而 斯 托 克 斯 方程 是 一 个 二 阶 线性 偏 微分 方程 ,那么 根据 
球 表面 的 两 个 速度 分 量 条 件 ,我 们 期 望 斯 托 克 斯 方程 应 该 有 两 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 ,这 
两 个 解 应 该 构成 方程 的 基本 解 组 ,它们 的 线性 组 合 应 该 就 是 方程 的 通 解 。 现 在 我 们 沿 着 同 
样 的 思路 ,进一步 研究 一 个 固体 球 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 作 缓 慢 的 简 谐 振动 时 所 受 的 
阻力 。 

使 用 球 坐 标 系 (r,0,q) ,把 坐标 系 的 原点 取 在 球 心 的 瞬时 位 置 上 , x 轴 沿 球 的 速度 U= 
Uocoswt 方向 ,这 里 Uo 为 速度 振幅 ,w>0 为 振荡 圆 频率 。 为 简单 起 见 , 把 球速 度 写 为 复数 ， 
即 U=Uoe 二 Uoe *e., 在 计算 完成 后 取 实 部 。 

流 函 数 满足 方程 (4. 3-9): 


9 ， 1 Du 9 1 Du 9 | 1 
( ' 9 ~ 】 00% 了 、 50@ 


al rising 909r rsing 9r 90)r? sin pr sin 
略 去 非 线 性 项 ,得 
了 6y 一 pe (4.9-1) 
边界 条 件 为 
V(r 0°00)=w(r— °°)=0, vr=a)=Ue™cosb, wr=a) 一 一 Uoe ™sin0 
(4.9-2) 


流 函 数 方程 (4. 9-1) 是 一 个 线性 偏 微分 方程 ,根据 球 表 面 的 这 两 个 速度 分 量 条 件 , 我 们 
期 望 方程 应 该 有 两 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 , 这 两 个 解 应 该 构成 方程 的 基本 解 组 ,它们 的 线 
性 组 合 应 该 就 是 方程 的 通 解 。 


第 4 章 “ 黏 性 流体 的 运动 


现在 我 们 来 寻找 方程 (4. 9-1) 的 两 个 线性 独立 的 和 完备 的 解 。 当 然 , 这 两 个 解 需要 满 
足 无 限 远 处 的 速度 条 件 和 压力 条 件 ,但 不 满足 球 表面 的 两 个 速度 分 量 条 件 。 
由 数学 恒等式 (4. 8-45) 


@Lf(r) sin20] = ($4£ -sno 


dy 
我 们 看 到 ,yr,t) 满 足 方程 @y(r,1) 二 g(r)e sin?0, 把 方程 代入 式 (4.9-1) ,得 
dd 2 ,iv),_ 二 
(二 站 下 J =0 (4.9-3) 
可 猜 解 为 
宫 刁 (2+8)e (4.9-4) 
式 中 A 和 B 为 待定 常数 。 把 式 (4.9-4) 代 入 式 (4.9-3) 得 
站 二 4 人 ( 工 一 ij 人 (4.9-5) 


式 中 w> 0 一 需要 取 (¥) B14D,B ¥). 另 - 解 = 一 (加 】 “= 


27 
ng 
使 用 式 (4. 8-45) 和 式 (4.9-3) ,得 


2 ‘oe Dr 
Ot) = ge sinzg —— ke [( 铺 深 jsnzg] AzerieB(g sin20) 
从 上 式 得 


J =—k ?ge sin20 (4.9-6) 
以 上 特 解 对 应 流体 的 涡 旋 运动 。 
现在 寻找 男 一 特 解 。 很 显然 ,By(r,1) 二 0 是 方程 (4. 9-1) 的 另 一 特 解 , 对 应 流体 的 无 旋 
运动 。 令 /一 Fr)e sin?0,B@y(r,t) 二 0 化 为 


( 筷 - 却 jr=。 (4.9-7) 
令 f=r", 代 入 得 n(n 一 1) 一 2 二 0, 解 为 n==2, 一 1, 因 此 通 解 为 
8 一 上 十 Dr (4.9-8) 
式 中 C 和 为 待定 常数 。 DD 二 0, 所 以 
pe (4.9-9) 
对 应 的 速度 为 
v = WB =— Ce Worzcosg) (4. 9-10) 
方程 (4.9-1) 的 通 解 为 以 上 两 个 特 解 的 线性 组 合 , 即 
= (eet Ee sin?0 (4.9-11) 
速度 为 


1 3 | je 了 的 
U, er | k 4 人 (全 Fje tr] 2cos0 


213 


214 


物理 流体 力学 
i 1 2 一 {1 Yl 2 区 
vo 一 A {A < 2] ti}e sing (4.9-12) 
使 用 边界 条 件 式 (4.9-2) 得 
24 (二 中 om 十 中 Ws 
a a a 
二 
A [i ( 走 癌 | 上 二 Uo 
解 得 
Bd, i i 1 3 - 可 
A ps c= [3 Rl ika) |Uoa (4.9-13) 
得 
vw, ER A 9: 
e wcos0 k 24 (二 4)e J 
vw 4[#( 寺 -二 )- 二 Je* + 
pt A[#( 直 >- 去]* 二 元 (4. 9-14) 
现在 确定 压强 。 斯 托 克 斯 方程 为 
p=— Wt (4. 9-15) 
把 方程 (4. 9-15) 两 边 点 乘 V 并 利用 连续 性 方程 V。 v= 二 0, 容 易 看 到 压强 满足 拉 普 拉 斯 方程 
vp=0 (4. 9-16) 
解 为 
prs0,) = er >) (Ar 十 Br)Pi(cos0) (4. 9-17) 
1=0 


式 中 A, 和 B, 为 常数 。 
边界 条 件 为 : 无 穷 远 处 的 压强 为 有 限 , 即 p(r 二 吕 ) 二 poe ,这 里 po 为 常数 。 
适合 边界 条 件 的 解 为 
p=e™pote™ DNB- Peost) (4.9-18) 


1=0 
由 球 表面 的 边界 条 件 v,(r==a)= 二 Uoe “cos0 和 we(r 二 a) 二 一 Uoe “sin0 以 及 斯 托 克 斯 方 
程 (4.9-15) 可 知 ,压强 户 只 与 PCcosb) 一 cosg 有 关 , 即 

P=e™pot+e™Br’cos (4.9-19) 
由 于 上 式 并 不 含有 指数 函数 e* ,因此 第 一 个 特 解 ( 涡 旋 运 动 解 ) 对 压强 没有 贡献 。 由 于 第 二 
个 特 解 (无 旋 运动 解 ) 满 足 D 二 VX v= 二 0,v 二 VBP, YG 王 0 和 Vv 一 0, 式 (4.9-15) 化 为 


6 本 
otp)=0 


使 用 式 (4.9-10) 和 上 式 , 可 得 压强 


加 二 pO f 1) — ipwCe rtcosb (4. 9-20) 
比较 式 (4. 9-19) 和 式 (4.9-20) ,得 
B, =— ipuC (4.9-21) 


am ,3 
现在 计算 应 力 张 量 。 由 os 十 中 十 容 一 时] 得 
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-2 = 9Uoak [C1 — ika) — eo (1 — ikr)] + Sarrer® (3— ikr) — 3Uoa: 
ne “rr sin0 2 


ow |,=6 = DUoa (1 — ika)e wsin0 


(4. 9-22) 
二 
由 or 一 27 元 得 
jt 
me , 一 ] 填 
1 
2nUo 二 cosO 
| 
2 
La = (4. 9-23) 
4 4 
ar | 2 3 (1 一 ika) 十 1 2 Ecos0— poe™ 
| = Uo [ 2 ] : 0 
使 用 式 (4.9-22) 和 式 (4.9-23) ,得 球 所 受 的 阻力 为 
F 2r 
F = (eon + er0w),=adS = «| dp| d0 (eav + ew) -asin 
0 0 
=ee6rqUoa[ 一 (1 一 如) 十 geo]e™ (4. 9-24) 
取 实 部 得 
下 三 一 6xnUoal (1 十 Ba)coswt 一 Basinwt] 十 wpUoa sinot (4.9-25) 


4.9.2 一 个 固体 球 在 不 可 压缩 流体 中 以 任意 速度 运动 时 所 受 的 阻力 


现在 我 们 使 用 傅 里 叶 展 开 方法 ,把 上 面 的 一 个 固体 球 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 作 组 
慢 的 简 谐 振动 时 所 受 的 阻力 公式 推广 到 固体 球 作 任意 的 缓慢 运动 时 的 情形 。 

设 球 的 速度 为 U(1) 二 ejU,(1) 十 e,U, (1) 十 e.U.(1) 二 ejU; (1), 把 U;(1) 展 开 为 傅 里 叶 积 
分 得 


= 二 | Ujse™ dw (4.9-26) 
2rJ-- 
式 中 
Ce 上 Ui(r)eiedr (4. 9-27) 
为 函数 U; (7) 的 傅 里 叶 变 换 式 。 由 于 U; (4) 是 实数 ,有 
U = UU, (4. 9-28) 
由 式 (4.9-26) 得 
开关 的 =- 二 | Ui ioereme dw (4.9-29) 
dt 2r ,~ 


道 变 换 为 
2 PdUi(Cn 
iwU;,,(w) EE: 下 
由 式 (4.9-24) 知 , 球 的 速度 为 U 二 Uoe “一 Uoe “ie. 时 (wo>0) 它 所 受到 的 阻力 为 


Flw> 0)= comaUoa [— (1 —ita) + ee]e™ (C4. 9-31) 


es dr (4.9-30) 


215 


216 | 物理 流体 力学 


1/2 172 
k (人们 8GLI+D，8 (各 2) (4.9-32) 


如 果 过 0, 由 式 (4. 9-5) 知 ,如 一 2 一 一 Hele. 为 了 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ,需要 取 
—ilwlpo)” . 下 本 
k | ) BC—1+i) =—B(1+D)", B 人 和 ) (4. 9-33) 
把 式 (4.9-33) 和 式 (4.9-32) 代 入 式 (4.9-31) ,得 


Flw>0)= [( 6r7 十 iwpa’ J 十 6xma”B( 一 1 十 DJeUoe™ 


(4.9-34) 


Flw<=0)= [人 6r7 十 iwpe’ )o 十 6xna?B( 一 1 一 DJ]eUoe™ 
考虑 球 的 速度 为 e; Ue do 时 的 阻力 ,使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 及 式 (4.9-34) ,得 


dF(w>0)=e, 支 [全 6x7n 十 wpa’ ja 十 6ry7a28( 一 1 十 D ]Uiwe™ dw 
(4.9-35) 


,2x 


1 
dF(w 一 0) = ei 支 [一 em; 3 
利用 式 (4. 9-35) 并 积分 得 


i 2 re 
三 入 去 |. [人 Gr + Siwpa’ Ja + ry’B—1+0)]e dw 十 


iwpa?” ] 二 6xvya’B(—1—i) ]Dee ”do 


下 


th 2 了 
去 六 局-[( 一 em 中 opo Ja t+ ona’B—1—)]e dw 


1 f= 


= -一 
2r -~ 


全 6x7 十 iwpa’ J dw 十 


yat [2 “at (btDew + (14m yy 
”2r 7 27 0 0 Sr 


把 式 (4.9-28) 和 式 (4.9-29) 代 入 上 式 , 得 


3 du; 
全 赤 


F 6nna ejU; oa 
2 ££) - | 2] ois 
Dr e@;6nna (名 2Rel ( 1+D| w Ujwe dw (4.9-36) 
把 式 (4.9-30) 代 入 上 式 中 右边 第 三 部 分 ,得 


Li (如 za ( 1+D| wer Ew dw 
24 9 27 Ra 


1/2 co oo 
= 一 土 ej6m7Q (名 ) | (1 十 加 | dr dD | doewevar | 
7 i dr 0 


1/2 学 co oo 
一 一 二 ej6ryas (#2) Re a +o(| de+| d] | doewevar | 
工 27 一 = 4 dr Jo 


1/2 让 
1 6xva? (名) Re| a ol| de (ee | dw eworwt 
a dr Jo 


27 


far (| 一 z 1) De 
: dr Jo 
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利用 


av eo 一 2 doe™ 一 lim2 [due =lim,/-— = /< 
0 0 evot "0 et Ai 十 e i 
上 式 成 为 
1/2 和 
—1 ar: (#) ge| a ul Ed 
工 27 一 = dr i 


fard EN EE 
: dr —i 


dU,; Cr) 
dr 


， 
一 一 6j6a2 cro | dr | 


因此 把 上 式 代 入 式 (4.9-36) ,得 
下 一 一 6xyaU out 中 6a2 Groep] de | 一 zl (4.9-37) 
根据 牛顿 第 二 定律 , 球 的 动力 学 方程 为 
dU(r) 


2x 3)dU | 1 本 
(m+ 等 oa] 时 Re 一 6rye0 一 6o (rp1i2| dr WD | rl (4.9-38) 


式 中 ,m 为 球 的 质量 , F。 为 球 所 受 的 外 力 。 如 果 wy 二 0, 式 (4. 9-38) 回 到 理想 流体 时 的 固体 
球 的 动力 学 方程 (3. 4-13)。 

【 例 1】 一 个 固体 球 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 绕 自身 直径 作 低 速 旋转 振动 ,无 穷 远 
处 的 流体 静止 , 求 流体 的 速度 分 布 。 

解 : 以 球 心 为 直角 坐标 系 的 原点 ,旋转 轴 为 < 轴 , 固 体 球 的 角速度 为 w,e “ ,球面 上 的 
速度 为 v(r==4) 一 (we “Xr),-。 二 egvoae sin0( 取 实 部 )。 这 就 提示 我 们 ,流体 的 速度 
分 布 应 为 v(r,1) 二 eof (r)woe “sin0, 这 里 Fr) 为 待定 函数 。 当 球 低速 旋转 时 ,惯性 项 可 略 


去 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 线性 方程 p 52 一 一 wp 二 7 Yu。 


使 用 e, 二 一 ezsing 十 eycosg 得 


1 涡 9(vege) 1 (ves) , 1 9 rsing 9(ve,) 
a 元 | ] rm sin20 ap rsing30[ r 90 


1 9 人 用 + 1 9 (型 另 v 
“| ar\ 9r) rsing 90\ 7 90) 于 sna] 


因为 p==p(r,0,1) ,所 以 有 Vp 2p 2 


二 er 全 7 90° 


Vv=V(ve,) 


oar 


综合 以 上 的 结果 ,我 们 发 现 压 强 与 速度 没有 耦合 , 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 o 孚 = 二 开赴 
7Yv 化 为 两 个 方程 


9v 


y=0, T= 
p=0 元 v 
到 = 9v0_7 
方程 Vp 二 0 的 解 为 一 const。 方程 引 一 Vv 化 为 
1 9 人 对】 41， 7 Gs 吕 ) vU pv 
roar ar) rsin a0\ r 90) risin0 7 ot 


把 v= 二 f(r)woe sing 代 入 上 式 , 得 
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EE 
2(" | (: ng } 
党 试 解 为 /一 A 号 十 号, 这 里 A 和 情 为 待定 常数 。 把 尝试 能 代入 上 式 ,得 
一 守信 一 一 和 
7 


解 为 


172 1/2 ikr 
k (| B+D), B (多 ) | ikr) 弃 


ew 二 者 
v= eA(l—ikr) we ™ sing 


iw, 1/2 
另 一 解 人 (各 ] = 一 8(1 十 D 不 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 w(r*cc) 一 0, 合 弃 。 
常数 A 由 边界 条 件 v(r 二 a) 二 (woe Xr),-。 王 egwvoae sin0 决 定 , 得 


je i 
也 一 e re “awoe wsin0 
?1—ika 7 


由 此 得 
? 一 3 十 办 )G ih) ihr er - 3 
i 中 党 | 7 i Se ete “Hing 
作用 在 球 上 的 力矩 为 


a (—3+ika)(l— ika)— ika Ee 


Ur CP 
M= | | ,a(asing) » (2xasing) » ad0 3 od Tika 


4.9.3 ”和 锋 性 流体 中 的 横 波 


波 在 介质 中 传播 时 介质 中 微 元 的 振动 方向 与 波 的 传播 方向 相互 平行 的 波 , 称 为 纵波 。 
纵波 在 固体 中 的 传播 图 像 如 下 : 固体 的 微 元 在 交 变 法 向 应 力作 用 下 产生 拉 伸 和 压缩 形变 ， 
由 于 固体 的 弹性 性 质 , 拉 伸 和 压缩 形变 进一步 产生 使 微 元 恢复 原状 的 法 向 应 力 , 从 而 在 固体 
中 实现 弹性 拉 伸 和 压缩 形变 的 传播 。 纵 波 在 流体 中 的 传播 图 像 如 下 : 流体 的 微 元 受到 交 变 
压强 作用 产生 密度 变化 ,密度 变化 又 产生 使 微 元 恢复 原状 的 压力 ,从 而 在 流体 中 以 压缩 和 稀 
政 的 方式 实现 密度 变化 的 传播 。 

波 在 介质 中 传播 时 介质 中 微 元 的 振动 方向 与 波 的 传播 方向 相互 垂直 的 波 , 称 为 横 波 ,要 
求 介 质 中 存在 切 应 力 。 固 体 不 管 有 无 形变 时 都 能 承受 切 应 力 ,因此 横 波 能 够 在 固体 中 传播 。 
其 传播 图 像 如 下 : 固体 的 微 元 受到 交 变 的 切 应 力作 用 产生 剪 切 形变 ,由 于 固体 的 弹性 性 质 ， 
剪 切 形变 又 产生 使 微 元 恢复 原状 的 切 应 力 ,从 而 在 固体 中 实现 切 形变 的 传播 。 虽 然 流 体 在 
静止 时 不 能 承受 切 应 力 ,但 是 流体 在 流动 时 切 应 力 存在 ,因此 流体 能 够 传播 横 波 。 

现在 我 们 证 明 ,在 黏 性 流体 中 横 波 主要 出 现在 与 固体 接触 的 流体 表面 层 内 , 随 着 深入 流 
体内 部 而 迅速 衰减 。 ， 

考虑 一 个 简单 的 例子 , 即 一 个 不 可 压缩 黏 性 流体 与 一 个 . 
无 限 大 固体 平面 接触 ,固体 在 自己 的 几何 平面 内 作 简 谐振 动 ， | cs 
现在 确定 流体 的 运动 。 

如 图 4.9.1 所 示 , 取 yz 平面 为 固体 平面 ,y 轴 沿 振动 方 ” 图 上 9%1 固体 平面 的 振动 
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向 ,z 盖 0 为 流体 所 在 区 域 。 由 对 称 性 知 ,流体 速度 及 其 他 相关 物理 量 与 y 和 x 无 关 , 即 v= 


Vr) 


边界 条 件 为 
Wi 三 人 (三 人 三 让 
v(t=0)=U=Ue™ (4.9-39) 
v(r> °°)=0 
使 用 连续 性 方程 得 


am。 


一 0 (4.9-40) 


ox 
使 用 边界 条 件 v(x 三 0) 二 0 积分 得 v, 二 0, 因 此 有 (wv， Vv 二 0, 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 为 线 
性 方程 


加 
oat 


沿 工 轴 方 向 , 式 (4. 9-41) 化 为 了 一 0, 积 分 得 p==const。 


= 三 二 声 幸 允 癌 w (4.9-41) 
0 0 


au。 
oat 


沿 = 轴 方 向 , 式 (4.9-41) 化 为 -于 一 0, 使 用 边界 条 件 v.(x 二 0) 二 0, 积 分 得 v. 二 0。 


沿 > 轴 方 向 , 式 (4.9-41) 化 为 


学 = 了 3 (4. 9-42) 
上 述 方程 属于 一 维 热传导 方程 类 型 。 令 v,= 二 Ae**“? ,这 里 A 为 常数 ,代入 式 (4.9-42) 得 
让 2 ， 和 (ee) B+D) (4.9-43) 


_ (ap 
式 中 p= 如) 
使 用 边界 条 件 v(x 二 0) =U 二 Uoe-w 得 


vy = = (4. 9-44) 
ioo YY ew i 
另 一 解 t=-( ) 三 一 B(1 十 让 不 满足 无 穷 远 处 的 边界 条 件 v(x 一 吕 ) 二 0, 低 弃 。 


解 的 物理 意义 如 下 : 速度 v= 二 e,Uoe 名 cos (Br 一 wl) 垂直 于 传播 方向 ,因而 为 横 波 。 这 
种 波 是 一 种 表面 波 ,一 旦 波 进入 流体 内 部 ,就 按 指数 规律 迅速 衰减 。 因 此 在 黏 性 流体 中 可 以 
出 现 横 波 , 但 这 些 横 波 随 着 与 固体 面 的 距离 的 增加 而 迅速 衰减 。1/8 具有 长 度 的 量 纲 ,表示 
横 波 深入 流体 的 特征 深度 , 即 横 波 主要 出 现在 固体 面 附近 厚度 为 1/8 的 流体 层 之 内 。 原 因 
如 下 : 根据 普 朗 特 的 边界 层 理论 ,在 固体 表面 附近 很 薄 的 流体 边界 层 之 内 ,速度 梯度 很 大 ， 
切 应 力 很 大 , 故 横 波 主要 在 边界 层 内 传播 ; 在 边界 层 以 外 的 区 域 ,由 于 速度 梯度 很 小 , 切 应 
力 很 小 , 横 波 随 着 与 固体 面 的 距离 的 增加 而 迅速 衰减 。 

现在 计算 固体 面 所 受 的 摩擦 力 。 


b a 
0 二 7 3 = 7UoB(— 1+ De tee (4. 9-45) 


取 实 部 得 


o% = IUoBL— cos(Bx — wt) 一 sin(Bz — wt)Je® 


zy 
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Av 


oo。 一 了 了 WUoB(— coswt + sinwt ) (4.9-46) 
【 例 2】 接 例 1, 无 穷 远 处 的 流体 温度 为 T。 ,初始 时 刻 固体 表面 的 温度 为 Ti ,确定 流体 

的 温度 分 布 。 
解 : 因为 T=T(zx,1), 有 v。 VT 二 vw, 2 二 0。 不 为 零 的 的 只 有 0 ,流体 的 热传导 方 


9y 
程 (4. 4-24) 化 为 


oaT 放下 1 / 1 - 本 
Bper da Doevn pevn {Uo8L cos(Bzr — wi)— sin(Br — wt)Je®)}? 


2 
一 2U88 [1 十 sin2(Bz 一 ot)]e 六 
pev 


上 述 方程 可 以 看 成 以 下 方程 取 实 部 所 得 : 


oT PT IU [ioe je (1) 
qt pcv 9x’ pev 
9 9 
方程 (1) 的 解 为 其 特 解 加 上 和 一 ;一 0 的 通 解 。 由 于 方程 (1) 是 线性 方程 ,并 且 可 以 看 
成 两 个 方程 
9T 4k ET Eh. CB @ -pr 
oat pcv az pev 
和 
aT « oT 1 USB agriacpr on) 
ot pev Ax? pocv 


之 和 ,所 以 方程 (1) 的 特 解 为 这 两 个 方程 的 特 解 之 和 , 即 
T 2 er2fz 十 Us 1 @ 2Br+i2(Br ot) 


4cv = pu 
nv 

用 普 朗 特 数 Pr 一 2 来 表示 ,得 

了 [有 一 2pz 1 —2Br+i2(Br—wt) 

T | 上 ] (2) 

9 Cy 
秆 一 各 一 0 的 通 解 为 
9t pevar’ 

T= C+(Ae*+Be™)e™ (3) 


式 中 y= 土 /ee 二 土 X(1 十 让 ,X= A ,A、B 和 C 为 常数 。 


满足 无 穷 远 处 边界 条 件 的 通 解 为 T= 二 Ts 十 Be * ***e? 。 
把 两 个 解 (2) 和 (3) 加 起 来 ,得 方程 (1) 的 解 ,B 由 T(x==0,t 二 0) 二 Ti 确定 , 即 


T=T 二 + (TT)e* tn 一 2 [ee | 非 
kK 


7 US 1 一 28r 一 (Br 一 ot) __ Xr—i(Xrtowt) 
te Br—ate ] 


【 例 3】 一 个 不 可 压缩 黏 性 流体 与 一 个 无 限 大 固体 平面 接触 ,固体 在 自己 的 几何 平面 
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内 以 任意 速度 运动 ,计算 固体 面 所 受 的 摩擦 力 。 
解 : 回忆 固体 作 简 谐 振动 的 情形 : 


i 7 gv 
w>0, ,=Uoe™™, ogo,|s0 = 17> 


= inUoke ™ 


z=0 


bkY 


ioo 让 二 AW pS iCkr—wt) —Ar+i(Br—wt) 
k (® ) Al+1), 8 名) ， v, = Uboe Uoe 
对 比 一 下 一 个 刚 球 作 缓慢 的 简 谐 振动 时 所 受到 的 流体 阻力 
Fw > 0) =e6mUoa[— (1 —ika) 二 二 kra ] 

起 中 

a iwp 1/2 二 本 wp 1/2 

k (| BA1+i)), B ( 色 】 
显然 ,上 式 中 的 含有 A 的 那 一 项 对 应 co | .=-。, 即 

o% :=。 = iyUoke 这 全 6ryUoaikae 记 
得 

1 全 6ra2 
而 一 个 刚 球 以 任意 速度 运动 时 所 受到 的 流体 阻力 为 


四 2x sdU . ef dUCr) | 
F 6xnaU 3 4 di 6a (ro7) Le 


把 上 式 中 的 含有 a? 的 那 一 项 作 一 个 代 换 6xe2? 全 1, 得 固体 在 自己 的 几何 平面 内 以 任意 速度 
运动 时 固体 面 所 受 的 摩擦 力 , 即 


一 1/2 


am 和 
Oy 


, 
on1-0 二 7 四 


eu (2) dr UO) 
~ dr 


习题 


4-9-1 用 矢量 势 法 求解 一 个 半径 为 a 的 固体 球 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 作 缓慢 的 直 
线 简 谐振 动 时 所 受 的 阻力 问题 ,证 明 流体 速度 可 以 取 为 v= 二 e “YX(CYFXUo) ,满足 


VV¥f+ Vf=0 
解 为 中 /< ,这 里 。 为 常数 。 进 一 步 积分 得 


df ez B 
dr 多 ( 衣 ] 时 
式 中 A 和 B 为 常数 。 由 边界 条 件 可 求 得 


6. el 3 3] 
A 2\!l Re 


从 而 求 得 球 所 受阻 力 。 
4-9-2 已 知 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 .有 一 个 半径 为 a 的 固体 球 在 :一 0 时 刻 从 静止 
开始 作 缓慢 的 匀 加 速 直 线 运 动 , 加 速度 为 A, 证 明 所 受 的 阻力 为 
F =— 6xmaAt 一 等 ga?A —12aA(rxot) 
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4-9-3 已 知 在 无 限 大 的 不 可 压缩 流体 中 ,有 一 个 原本 静止 的 半径 为 a 的 固体 球 在 :一 0 
时 刻 突然 受到 一 个 持续 时 间 极 短 的 打击 ,从 而 作 缓 慢 的 匀速 直线 运动 ,速度 为 v ,使 用 阻 
力 公式 (4.9-37) 和 牛顿 力学 中 的 动量 定理 证 明 , 在 打击 过 程 中 流体 阻力 对 固体 球 的 冲 量 


为 一 经 oasu , 球 所 受 的 流体 阻力 为 


172 
F 6r7avo pas wad) oa (型 ] vo 


在 打击 过 程 中 打击 力 对 国体 球 的 冲 量 为 [加 二 等 pa jw 
4-9-4 一 个 半径 为 a 充满 不 可 压缩 液 休 的 固体 球 这 以 角速度 wwe-w 绕 自身 直径 作 低 
迷 施 转 振动 ,证 明 流体 的 速度 分 布 为 


=- Pe Ei 8 
ga 


v= be 
g(a) 


式 中 ,g() 一 Sp 和 一 半生 ,p= (2) -pa+D.p-( 各 】 . 
计算 流体 作用 在 球 壳 上 的 合力 矩 
提示 : 尝试 解 选 为 
大 三 (a | 2 er + (§ | 2 ew = E(w pa 


r r r (2 kr kr’ 
这 里 A、B、C、D 和 下 为 待定 常数 。 
4-9-5 有 两 个 同心 的 固体 球面 ,其 中 外 面 的 球面 静止 ,半径 为 R, ,里 面 的 球面 以 角 速 
度 woe "' 绕 自身 的 直径 缓慢 旋转 ,半径 为 Rl 。 中 间 充 满 了 流体 。 证 明 流体 的 速度 分 布 为 


= Rie™: -SC 三 -me B17) si 
v= Rie RI) wo Xe., v= Riwuoe CR 
式 中 ， 
H Ir 一 这 1 普 
gin) 一 一 六 私 生生 (1 一 过) S 十 (1 十 认 ) 
1 
和 1/2 1/2 
hh | B(l+i),， Rh (¥) 
提示 ， 尝试 角 选 为 /一 (各 十 呈 joe 十 [和 + 二 je 


4-9-6 有 两 个 同心 的 固体 球面 ,其 中 里 面 的 球面 静止 ,半径 为 Ri ,外 面 的 球面 以 角 速 
度 wxoe “:' 绕 自身 的 直径 缓慢 匀速 旋转 ,半径 为 Rs 。 中 间 充 满 了 流体 。 证 明 流体 的 速度 分 
布 为 


(r) Es g2(7) 
一 wot 
Ba (Re) Xe,, v= R,woe gz CR 


sin0 


式 中 ， 
到 ia 有 。 iu 
1 — iksRi 


人 (=e) 及 (1 十 访 。 站 (e)" 
“ 7 27 


Er 
rz 


这 六 
ga(r) Rm (1 — ik2r) 十 (1 十 isr) 
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4-9-7 两 个 同心 的 内 外 固体 球面 分 别 以 不 同 的 角速度 woe “和 woe “…' 绕 不 同 的 直 
径 缓慢 旋转 ,球面 的 半径 分 别 为 R, 和 R: 。 中 间 充 满 了 流体 。 证 明 流 体 的 速度 分 布 为 


了 py1(r) a ys (r) 
i | dt 
v= Re gO R,e 全 


式 中 g(r) 和 gs(r) 的 定义 见习 题 4-9-5 和 习题 4-9-6。 

提示 : 由 于 略 去 惯性 项 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 是 线性 的 ,因此 位 于 两 个 同心 的 球面 之 间 
的 流体 的 运动 可 以 看 成 两 种 流体 运动 的 释 加 ,两 种 流体 的 运动 分 别 为 一 个 球面 静止 , 男 一 个 
球面 绕 自身 的 直径 缓慢 旋转 产生 的 。 

4-9-8 如 图 4.9.2 所 示 , 流 体 充满 于 两 个 间距 为 h 的 无 限 大 的 平行 固体 平面 之 间 , 其 
中 一 个 平面 静止 , 另 一 个 在 其 自身 平面 内 作 简 谐振 动 ,速度 为 v, (zx 二 0)==U= 二 Uoe“( 取 实 
部 ), 这 里 Un 为 实 常数 。 证 明 流 体 的 速度 分 布 为 


Uo Der 


加 本 


Ws0 XE, 


i 一 kr 一 wt 十 2 肠 ) | 


= 


式 中 ， 


计算 施 于 两 个 固体 平面 上 的 摩擦 力 。 
4-9-9 ” 接 习 题 4-9-8, 初 始 时 刻 两 个 固体 表面 的 温度 分 别 为 T 和 T,, 写 出 流体 的 热 
传导 方程 。 


二 
| 5 
OT 


O 
六 


图 4.9.2 两 个 固体 平面 之 间 的 流体 流动 图 4.9.3 两 个 静止 固体 平面 之 间 的 流体 流动 


4-9-10 ”如 图 4.9.3 所 示 , 流 体 充满 于 两 个 间距 为 h 的 无 限 大 的 平行 静止 固体 平面 之 
间 ,压强 梯度 随时 间 按 余弦 规律 Ae “变化 ,这 里 A 为 实 常 数 。 证 明 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 化 
为 线性 方程 


0 oa? 
9 1 Aew 十 卫 
oat p p 9y 
解 为 
v= A 十 Ce 十 DeiTb-e) 
10w 
式 中 ， 


和 1/2 1/2 
| 二 i 二 
k (Y) Bl1+i), B (名 


C 和 DD 为 待定 常数 。 确 定 流体 的 速度 分 布 ,并 计算 施 于 两 个 固体 平面 上 的 摩擦 力 。 
4-9-11 接 习题 4-9-10, 初 始 时 刻 两 个 固体 平面 的 温度 分 别 为 T， 和 7T;, 写 出 流体 的 
热传导 方程 。 
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4.10” 普 朗 特 边界 层 理论 


无 黏 性 假设 导致 的 最 荒 雇 的 结论 之 一 就 是 达 朗 贝尔 
伴 雇 。 热 力学 告诉 我 们 ,任何 宏观 过 程 都 是 不 可 逆 的 , 存 
在 能 量 耗 散 ,因此 任何 物体 在 流体 中 运动 时 必然 会 受到 
阻力 作用 。 计 算 阻 力 需要 求解 纳 维 - 斯 托 克 斯 方程 ,这 是 
一 个 很 复杂 和 费时 费力 的 任务 ,因此 有 必要 简化 纳 维 -斯 
托 克 斯 方程 。 

考虑 运动 流体 中 的 一 个 静止 固体 ,其 特征 尺寸 为 工 ， 
流体 主流 速度 的 特征 值 为 U, 如 图 4. 10.2 所 示 。 纳 维 -斯 
托 克 斯 方程 为 ou，Vau 王 一 水 十 7 又。 黏 性 项 的 数量 
级 为 xU/1? ,惯性 项 的 数量 级 为 oU/ 忆 ,惯性 项 与 黏 性 项 
的 比值 的 数量 级 为 雷诺 数 Re 一 < 我 们 看 到 ,雷诺 数 
越 大 , 黏 性 项 与 惯性 项 的 比值 越 小 , 黏 性 影响 越 小 ,因此 
极 大 的 雷诺 数 等 效 于 极 小 的 黏 性 。 在 雷诺 数 极 大 的 情况 
下 ,流体 可 以 看 成 理想 流体 。 但 是 这 一 结论 不 适用 于 靠 
近 固 体 表面 的 薄 层 。 这 是 因为 在 固体 表面 处 流体 的 速度 


图 4.10.1 普 朗 特 (L. Prandtl, 
1875 一 1953) 


为 零 ,在 靠近 固体 表面 处 存在 这 样 的 薄 层 ,流体 的 速度 由 零 迅速 增加 到 主流 速度 , 称 为 边界 
层 。 在 边界 层 内 ,由 于 速度 梯度 很 大 ,导致 涡 量 很 大 ,能 量 耗 散 很 大 , 故 边界 层 内 流体 的 流动 
为 黏 性 流体 的 涡 旋 流动 。 边 界 层 以 外 的 区 域 ,由 于 速度 梯度 很 小 ,因此 黏 性 力 很 小 , 涡 量 很 
小 ,能 量 耗 散 很 小 ,流动 是 近似 无 旋 的 。 故 边界 层 以 外 的 流动 可 以 视 为 理想 流体 的 无 旋 流 
动 。1904 年 , 普 朗 特 从 边界 层 厚度 很 小 这 个 前 提出 发 ,把 边界 层 内 的 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 简 
化 为 普 朗 特 方程 组 ,开创 了 近代 流体 力学 的 一 个 分 支 一 一 边界 层 理 论 。 


4.10.1 普 朗 特 方 程 组 


现在 考虑 流体 绕 一 个 固体 的 平面 表面 的 二 维 流动 。 如 图 4. 10. 3 所 示 ,固体 的 平面 表面 取 
为 zz 平面 ,主流 方向 取 为 x 轴 , 主 流速 度 为 U, 沿 = 轴 方 向 没有 速度 分 量 , 即 一 exuz 十 evuv。 


近 理想 流体 ( 近 零 涡 旋 区 ) 


边界 层 ( 涡 旋 区 ) 
(7 至 性 流体 


图 4. 10.2 边界 层 


图 4. 10.3 二 维 流动 
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纳 维 -斯 托 克 斯 方程 和 连续 性 方程 分 别 为 


am- gm 1 9p ,7% g?v, (9 g?2v, _ 
vr Bz Lk By 二 (起 5 (4. 10-1) 

gvy guy 2 丈 有 加 
Vr 2 toy ay By ( 爱 5 (4. 10-2) 

gu | vy _ 要 
EE 5y 一 0 (4. 10-3) 

在 固体 表面 ,流体 速度 为 零 .在 边界 层 的 外 边缘 ,流体 速度 等 于 主流 速度 ,因此 边界 条 件 为 
vi(y=0)=0, vw(y=0)=0, vy=0)=U (4. 10-4) 

式 中 6 为 边界 层 的 厚度 。 


既然 边界 层 很 薄 ,那么 边界 层 里 面 的 流动 主要 是 沿 平行 于 表面 的 方向 进行 的 ,垂直 于 固 
体 表 面 的 速度 分 量 远 小 于 平行 于 表面 的 速度 分 量 , 即 ww 有 冬 w。 利 用 这 一 事实 ,可 以 简化 纳 
维 -斯 托 克 斯 方程 (4. 10-1) 和 方程 (4. 10-2)。 

为 了 简化 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 ,需要 作 数 量 级 估计 。 沿 x 轴 方 向 的 特征 长 度 为 物体 沿 x 
轴 的 长 度 工 , 沿 > 轴 方 向 的 特征 长 度 为 边界 层 的 厚度 6, 沿 x 轴 方 向 的 特征 速度 为 U, 有 


rr~Ls wvw~U, y~$ (4.10-5) 
为 了 确定 沿 y 轴 方向 的 特征 速度 ,将 式 (4. 10-5) 代 入 连续 性 方程 (4. 10-3) ,得 
wa (4. 10-6) 


天 
1. 方程 (4.10-1) 的 简化 


利用 方程 (4. 10-5) ,我 们 进一步 得 到 
dv Uv U 


or Li ~ ay 67 (4. 10-7) 
ba - 
因此 方程 (4. 10-1) 中 含有 可 尝 的 项 完全 可 以 忽略 不 计 , 方 程 (4. 10-1) 简 化 为 
gu- au __ 19p, 7 ov _ 
a pn pd (4. 10-8) 


现在 我 们 看 看 能 否 再 进一步 简化 方程 (4. 10-8)。 首 先 分析 两 个 惯性 项 ,利用 方程 
(4.10-5) 和 方程 (4. 10-6) ,得 到 


9 9 2 
二 (4. 10-9) 
ox 


v. 
”gy 上 
我 们 看 到 ,两 个 惯性 项 是 同一 数量 级 的 。 
由 于 在 边界 层 内 黏 性 起 着 重要 作用 ,而 流体 流动 是 由 压强 驱动 的 ,因此 对 于 方程 (4. 10-8) 
中 的 惯性 项 、. 压 强项 和 黏 性 项 ,每 一 项 都 缺 一 不 可 ,必须 是 同一 数量 级 的 , 即 


da， au UU 19p p79v, U0 _ 
ve az wy A E Be 六 I Ea (4.10-10) 
由 式 (4. 10-10) 可 得 
~ FR ~ /7 ~ 120 
p~poU’, 36 一 ~ 工 OE (4. 10-11) 


因此 方程 (4. 10-8) 中 的 每 一 项 都 是 同一 数量 级 的 ,不 能 再 简化 。 
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2. 方程 (4. 10-2) 的 简化 
利用 方程 (4. 10-5) 和 方程 (4. 10-6) ,我 们 得 到 


9vy ee gm U72 
~ (4.10-12) 
oy US es Us UD 0 (4.10-13) 


有 
把 式 (4. 10-12) 和 式 (4. 10-13) 结 合 起 来 ,我们 看 到 ,两 个 惯性 项 是 同一 数量 级 的 ,可 以 
忽略 两 个 黏 性 项 中 小 的 那 一 项 ,而 且 惯 性 项 和 黏 性 项 是 同一 数量 级 的 , 即 


gu， av。 92v, 92v, qv, UU 
二 了 ~ 了 (5 上 )- a ~ Lo (4. 10-14) 
由 于 流体 流动 是 由 压强 驱动 的 ,因此 压强 项 .惯性 项 和 黏 性 项 必须 是 同一 数量 级 的 , 即 


19p Ap Oy mI) 了 am CS 
oay of = ar >” ay OO\azz ay p ay L: 


(4. 10-15) 
式 中 Ap 为 边界 层 内 的 压强 沿 > 轴 方 向 的 变化 。 由 式 (4. 10-15) 得 
Ap ~ 0 (4. 10-16) 
我 们 看 到 ,由 于 Ap 正比 于 ,完全 可 以 忽略 不 计 。 因 此 在 很 高 精度 内 边界 层 内 的 压强 
与 y 无 关 , 等 于 边界 层 之 外 主流 的 压强 po(z)。 由 于 边界 层 之 外 的 流体 运动 是 无 旋 的 ,满足 
作 无 旋 流动 的 理想 流体 的 伯 努 利 方程 (3. 2-12) .因此 式 (4.10-2) 简 化 为 


2 


p= pol(x) 一 const 一 0 所 (4. 10-17) 


3， 普 朗 特 方程 组 
把 方程 (4. 10-17) 代 入 方程 (4. 10-8) 所 得 方程 ,加 上 连续 性 方程 (4. 10-3) ,这 两 个 方程 


构成 了 普 朗 特 方程 组 
au au 了 am 1 dpo _ dU ao。 au _ 
二 了 + UE， + 3 = 0 (4.10-18) 
其 解 为 


) "| 社 , 之 |，vw /= 壮 生生 
Uz ur 全 > Vy U (EF ¥) (4.10-19) 


4.10.2 应 用 


考虑 流体 绕 流 一 个 半 无 限 的 平板 的 边界 层 。 

取 坐 标 系 如 图 4. 10.4 所 示 。 此 时 主流 速度 U 
为 常 撩 量 ,根据 伯 努 利 方程 (4. 10-17) ,压强 po (zx) 
为 常数 。 普 朗 特 方程 组 成 为 


9 9 a2 
vv 一 了 (4.10-20) 
or ay p ay 本 
主流 区 
a 9 E 
= 十 二 > 一 0 (4. 10-21) 


ar ay 图 4. 10.4 流体 对 一 个 半 无 限 的 平板 的 绕 流 
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工 轴 方向 没有 特征 长 度 ,上 应 由 工 代 蔡 。 式 (4. 10-5)、 式 (4. 10-11) 和 式 (4. 10-19) 


人 
本 ~ /2 ~U /UU 
vv~U, 6 ne? vy Fo (4.10-22) 
Yrs U 
“ur 让 -or 中 ] 
LA 7 leU 
v,=U 塌 关 地) 不 fy om (4. 10-23) 
边界 条 件 为 
vl(y=0)=0, vy=0)=0, vy>°%)=U (4. 10-24) 
由 连续 性 方程 (4. 10-21) 可 知 存在 流 函 数 ,满足 
二 一 下 ， = 一 全 (4.10-25) 
将 式 (4. 10-23) 和 式 (4. 10-25) 结 合 , 我 们 看 到 , 流 函 数 y 可 以 写成 
VE 到 ]- yr 本 
y=U 器 fl。 | Uf (8 (4. 10-26) 
一 ，/eU 
式 中 f=y 有 
速度 分 量 可 写成 
= 1 fy Es 
=Uf'( 和 ， 芒 二 这 (Ef’—f) (4. 10-27) 
把 式 (4. 10-27) 代 入 式 (4. 10-20) 得 
ff +2f/”=0 (4. 10-28) 
边界 条 件 式 (4. 10-24) 化 为 
(OF = fF (0 05， foes (4. 10-29) 


对 于 小 的 ,存在 满足 平板 表面 边界 条 件 f(0)= 广 (0)=0 的 级 数 展开 ， 


FS) 务 ( 主 ) 和 (外 | 1 各 的 | 375 二 全 | + (4. 10-30) 


式 中 a=1. 3282 。 


对 于 大 的 ,存在 解 
f(€) 一 和 一 1.72 (4.10-31) 
现在 计算 板 受 到 的 摩擦 力 ,由 以 下 香 性 应 力 张 量 确定 : 
二 二 Us 十 苇 ] (4. 10-32) 
因为 5 一 号 .各 一口 可 , 所 以 有 5 六 和 式 (4. 10-32) 简 化 为 
A neU. ~ 
ow 位 fre (4.10-33) 
单位 表面 板 受 到 的 摩擦 力 为 


am 
9y y=0 


3 3 3 
a WU pr0)—= 2 /2C 0.332 Pe (4.10-34) 
党 4 六 
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考虑 沿 z+ 轴 方向 为 0<z<L 且 沿 = 轴 方向 单位 厚度 的 那 部 分 板 , 受 到 的 摩擦 力 为 
= hig os |,-odz = 1. 328 VnoUL (4. 10-35) 


式 中 出 现 因 子 2 是 因为 薄板 有 两 面 与 流体 接触 。 
从 上 面 我 们 知道 ,边界 层 沿 平板 表面 法 线 方向 延伸 至 无 穷 远 。 可 以 定义 边界 层 的 位 移 
厚度 6" 来 表征 边界 层 的 特征 厚度 


人 四 Uz = ~ Wx TI 
8 i $j 司 | -让 = 区- 让 le 一 1.72/ 吕 


(4.10-36) 
4.10.3 卡门 积分 方程 
利用 连续 性 方程 把 普 朗 特 方程 组 (4. 10-18) 改 写 为 
二 和 十 由 U 虹 + 了 2 守 aE | 和 (4.10-37) 
将 上 式 从 0 到 8 积分 得 
dU ， 沽 区 vz ?19(v) 十 2Czzvy) 
[|v dr p oy ju | FE ay |] 
dU nr/9v QU 
© a Pp [( 笑 ( 笑 ).,] 
bd 
=2 | dy +Uo, | (4. 10-38) 
利用 连续 性 方程 得 
my | >=s i dy 『 了 dy 2 udy (4.10-39) 
由 于 在 流体 边界 层 与 主流 交界 处 ,流体 速度 是 光滑 过 渡 的 ,有 
( 甘 ) =0 (4. 10-40) 
Dy) 
把 方程 (4. 10-39) 和 方程 (4. 10-40) 代 入 方程 (4. 10-38) ,得 卡门 (Karman) 积 分 方程 
dU 县 dvUz afs 
UT 7 (全 ) 也 | Uvo-)dy (4. 10-41) 
4.10.4 兰 姆 近似 
考虑 流体 对 一 个 半 无 限 的 平板 的 绕 流 的 边界 层 , 卡 门 积分 方程 化 为 
也 Du- 9 _ 
(车 之 上 | (ZC—Uvs)dy (4.10-42) 
显然 ,在 边界 层 内 v, 满足 以 下 条 件 : 
| a =0, wl =U, PE =0 4.10-43) 
oy |y=0o 0 |y=6 


第 一 个 条 件 表示 在 固体 表面 流体 不 滑动 .第 二 个 条 件 来 自 把 方程 (4. 10-20) 应 用 到 固 
体 表 面 所 得 结果 ,第 三 和 第 四 个 条 件 来 自 这 样 一 个 事实 , 即 在 流体 边界 层 与 主流 交界 处 , 流 
体 速度 是 光滑 过 渡 的 。 
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满足 以 上 条 件 的 v, 的 最 简单 的 表达 式 就 是 兰 姆 近似 


vs = Usin 字 (4. 10-44) 
把 式 (4. 10-44) 代 入 卡门 积分 方程 (4. 10-42) ,得 
96 We 本 
es (4.10-45) 
积分 得 
/2 了 
和 一 ee (4. 10-46) 
板 单 位 表面 受到 的 摩擦 力 为 


9 一 3 
or | 一 9 lo = 7 (4.10-47) 


考虑 沿 工 轴 方 向 为 0 三 zx 志 LL, 且 沿 > 轴 方 向 村 
F= 中 oy |yodz = V8 一 58 VOL = 1.310 VD (4.10-48) 
与 严格 解 很 接近 。 

综 上 所 述 ,边界 层 理论 的 主要 思想 是 ,在 边界 层 内 ,由 于 边界 层 很 薄 ,边界 层 里 面 的 流动 
主要 是 沿 平行 于 固体 表面 的 方向 进行 的 ,垂直 于 表面 的 速度 分 量 远 小 于 平行 于 表面 的 速度 
分 量 , 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 可 以 借 此 简化 成 相对 容易 求解 的 普 朗 特 边界 层 方程 ; 在 边界 层 之 
外 , 涡 量 很 小 ,能 量 耗 散 很 小 ,流体 流动 可 以 近似 为 不 可 压缩 理想 流体 的 无 旋 运动 ,用 伯 努 利 
方程 来 处 理 。 


习题 
4-10-1 验证 级 数 解 方程 (4. 10-30) 至 名 项 
4-10-2 证 明 一 个 半 无 限 的 平板 绕 流 的 边界 层 内 的 涡 量 为 


_ ii [Up 
可 
满足 


证 明 板 表面 处 的 涡 量 为 
leU 


VE 


4-10-3 证 明 兰 姆 近似 下 的 边界 层 内 的 流 函 数 和 涡 量 分 别 为 


0. 332U 


(二 0% 宇 一 写 迹 pO 
4 nT 


板 表 面 处 的 涡 量 为 


AQ(y=0) =-U /< 0.3276U0 jeu 
nr 


证 明 在 边界 层 内 越 靠 近 板 表面 涡 量 越 大 。 
4-10-4 考虑 一 个 半 无 限 的 平板 的 绕 流 的 边界 层 。 设 v 的 近似 表达 式 为 
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入 3 
二 一 入 r4: (这 ] +A4, (¥) 


式 中 Ail、A, 和 A; 为 常数 。 利 用 方程 (4. 10-43) 确 定 这 些 常 数 。 然 后 利用 卡门 积分 方程 确 
定 5, 证 明 


3U U 840 下 _ 37U 
4 一 学 ，4 一 0，A4， 3， 6= /3 藻 ，“ 1 一半 
3 


演 13 Rs: 3 Uy 6 5(¥) 的 ] 
F =3V 却 VoUTL 1.29284 VnoUL, ls 和 po Ls ] 


Qly = 0) =——3U fe 0.32320 (四 

4-10-5 流体 在 两 个 相交 的 固体 平面 形成 的 角 
内 作 二 维 流动 ,雷诺 数 较 大 , 黏 性 的 影响 仅 存在 于 靠近 ” 一 一 
固体 平面 的 很 蒲 的 边界 层 内 , 取 坐 标 系 如 图 4. 10. 5 所 一 一 


示 。 在 边界 层 之 外 ,可 以 认为 流体 作 径 向 流动 ,证 明 连 7 
续 性 方程 为 2 了 
边缘 有 xU= 了 (0)=C。 


设 流 函 数 具有 形式 y=y( 兰 ] ,定义 g( 兰 ] 二 二 y', 证 明 普 朗 特 方程 化 为 


一 0, 解 为 rU= /0)。 在 边界 层 外 ?0 
图 4.10.5 角 内 的 边界 层 


-Do 一 1 一 pg2 
2 8 


边界 条 件 为 w(y 二 0) 一 0,uc(y 一 co ) 一 , 即 g&(0) 王 0,，g(c) 一 1。 在 流体 边界 层 与 主流 交 


界 处 ,流体 速度 是 光滑 过 渡 的 , 即 式 (4. 10-40) ,导致 边 界 条 件 g (oo) 二 0 
证 明 第 一 次 积分 为 


Pg’ ge 
27G8 3 8 8 


Nr es 
g = 3tanh’| ny +5) + ez| 2 


今 w= VETZ, 证 明 上 式 化 为 


第 二 次 积分 结果 为 


4.11 表面 张力 -重力 波 的 衰减 


在 3.7 节 我 们 使 用 理想 流体 的 无 旋 流动 理论 建立 了 表面 张力 -重力 波 理论 。 实 际 的 流 
体 存在 能 量 耗 散 。 如 果 我 们 考虑 流体 黏 滞 系 数 很 小 以 及 流体 速度 很 小 的 情形 , 涡 旋 运动 只 
出 现在 水 的 自由 表面 附近 很 薄 的 流体 层 之 内 ,由 于 水 的 自由 表面 不 是 固体 表面 ,该 流体 层 内 
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的 能 量 耗 散 不 会 像 固体 表面 附近 的 边界 层 内 的 那么 大 。 因 此 作为 零 级 近似 ,我 们 可 以 使 用 
理想 流体 的 无 旋 流动 的 表面 张力 -重力 波 理论 的 结果 来 计算 能 量 耗 散 。 


由 于 无 旋 流动 满足 
Dui gv; D2G 92mi giv; 
x} ar arami” qr graz,; 0 Bea 
能 量 耗 散 公式 化 为 
、 1 au ， gu fau ，am gu fau 
网 | (天 | 芝 】 (六 | 入 Jav 27|, (六 ) (六 jv |, vvdy 
(4. 11-2) 
4.11.1 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 的 衰减 
在 3.7 节 我 们 获得 了 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 的 速度 势 
$=— i —— coshkycosk(z— ct) {4.11~3) 
以 及 流体 的 总 能 量 在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
E(Ar = 1,Az = 1) 一 yoga’ 十 号 全 (4.11-4) 


把 式 (4.11-3) 代 入 式 (4. 11-2) 得 


a 二 三 2 
Es (az = la<= 1D = 一 中 edy = 一 2yacarcoth = 一 27(s + ere 
0 
(4. 11-5) 
联 立 式 (4. 11-4) 和 式 (4. 11-5) 得 
En(Ar=1,Az=1) 4? 1 dE(Az = 1,Az= 1) 
E(Ar = 1,Az = 1) O E(Ar = 1,Az = 1) dt 
(4.11-6) 
积分 得 
天 1 | ok’ Pe 一 一 
E(Axr 1,Az 1) 208 to jae “， a=ae” (4.11-7) 
_ 2k’ _ 29/2r) ya ed 
式 中 ,7 一 pp 为 衰减 系数 ,ao 为 :二 0 时 刻 的 波 的 波幅 。 
4.11.2 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 的 衰减 
在 3.7 节 我 们 获得 了 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 的 速度 势 
$=— Sn 和 —— coskrcoshkycoswt (: 一 到 一 12,3， | (4. 11-8) 
以 及 驻 波 的 总 能 量 ( 习 题 3-7-7) 
一 下 三 (pg + 号 ?aL (4.11-9) 


把 式 (4.11-8) 代 入 式 (4. 11-2) ,得 


二 天 oe EE 
Es,(Az = 1) =—— 7| | dr vw 第 证 (s+ 


era (4.11-10) 
o 
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使 用 式 (4. 11-9) 和 式 (4. 11-10) ,得 


有 CAs 一 D) dm’ dE(Az = 1) 
E(Az=1) 本 27 一 二 ACE 二 (4.11-11) 


积分 得 
E(Az =1)= (eg + ok )aiLe”, a=ae™” (4.11-12) 


4.11.3 三 维 表面 张力 -重力 驻 波 的 衰减 
在 3.7 节 我 们 获得 了 三 维 表面 张力 -重力 驻 波 的 速度 势 


a We Nn Nx 
Soha oe Coskezcoshky coswt 天 ; 
2 2 
三 (至 +( 营 ] i = ey (4.11-13) 
以 及 驻 波 的 总 能 量 ( 习 题 3-7-8) 
oi Bpg + oarLb (4.11-14) 


把 式 (4.11-13) 代 入 式 (4. 11-2) ,得 


b h L 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 1 ok? 
Es, 一 一 7| dz| dy| dzr 允 ( 灵 十 中 十 姨 ) 一 一 二 人 十 jee (4.11-15) 
0 0 0 
使 用 式 (4. 11-14) 和 式 (4. 11-15) ,得 
Ea, dnk’ ldE 
E 27 五 地 (4.11-16) 
积分 得 
E= Bg +ok’)aslbe”, a=aoe™ (4.11-17) 
4.11.4 结论 


综 上 所 述 , 当 空间 中 只 有 一 种 流体 存在 .流体 黏 滞 系数 很 小 以 及 流体 速度 很 小 时 ,二 维 
表面 张力 -重力 简 谐 行 波 的 平均 能 量 以 及 二 维 、 三 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 各 自 的 总 能 量 


均 按 同一 指数 规律 天 碱 。 在 这 三 种 情况 下 , 训 减 系数 /一 2 人 一 2 人 笃 】 是 普 适 的 ,与 重力 


加 速度 、 表 面 张力 、 波 的 类 型 以 及 波 传播 空间 的 几何 边界 无 关 。 


习题 
4.11-1 用 能 量 方法 推导 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 行 波 的 衰减 规律 ,证 明 施加 在 水 的 
自由 面 上 的 应 力 为 
Oy [yh 一 27k?casink(r—c), ow |- —=— 27k’cacothkhcosk(zr—a)— po 
施加 在 液体 自由 面 上 的 应 力 所 做 的 功 为 


dA(Ar = 1,Az = 1) 
dt 


式 中 po 为 大 气压 。 


(mox 十 aamw) |y=h 一 27k’ ca cothkh + pokcacosk(zx— ct) 
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证 明 在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 等 于 宏观 机 械 能 耗 散 的 时 间 平均 值 的 负 值 为 


二 有 2 Ss 
MA = MD pps carcothkh 2 e+ 本 jee Es(Ar =1,Az=1) 


根据 能 量 守恒 定律 ,施加 在 液体 自由 面 上 的 应 力 所 做 的 功 最 终 转 变 为 热 。 

4.11-2 用 能 量 方法 推导 二 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 的 衰减 规律 ,证 明 施 加 在 水 的 
自由 面 上 的 应 力 为 

| 27k’? ca sinkzrcoswt ， oy | 三 一 27k’ ca cosRr cothkh coswt 一 po 
施加 在 液体 自由 面 单位 面积 上 的 应 力 所 做 的 功 为 
(vi0y 十 amw) | = 27Rscza2cothAj coszwt 十 pokcacoskr coswt 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
(Cu 十 waw) [yn = nk’ ca?cothkh 

证 明 施加 在 整个 液体 自由 面 上 的 应 力 所 做 的 总 功 的 时 间 平 均值 等 于 总 能 量 耗 散 的 时 间 平 均 
值 的 负 值 , 即 


dA(Az = 1) 


和 = (v0y 十 waw) |y=sL = yh’ ca Leothkh 


(s+ eral Es,(Az = 1) 
根据 能 量 守 人 恒定 律 ,施加 在 液体 自由 面 上 的 应 力 所 做 的 功 最 终 转变 为 热 。 
4.11-3 用 能 量 方法 推导 三 维 表面 张力 -重力 简 谐 驻 波 的 衰减 规律 ,证 明 施加 在 水 的 

自由 面 上 的 应 力 为 

Oyr |y=i 一 27ARzCQ sinkzx cosk:z coswl 

oyw |»y=4 =— 2nk?cacosksr cosk:zcothkh coswt — po 

Oy |y=h 一 27kkRsCacoskz sinksz coswt 
施加 在 液体 自由 面 单位 面积 上 的 应 力 所 做 的 功 为 

(waox 十 yaw 十 wa ) | ,= 一 27IRc2a2(A cos?A-z + ks coszA-Z )cothAh coszwt 十 
pokcacoskst cosk.zcoswt 
在 一 个 周期 内 的 时 间 平 均值 为 
(us 十 wow) [yh = ykc?a? (ks cos’ kz + ks? cos kar )cothkh 

证 明 施 加 在 整个 液体 自由 面 上 的 应 力 所 做 的 总 功 的 时 间 平 均值 等 于 总 能 量 耗 散 的 时 间 平 均 
值 的 负 值 , 即 


dh = 
= dz| dz (voy 十 waw) | = 台 人 ca Lpcothkh 
0 0 


Sr(s | eers Bs 
根据 能 量 守 人 恒定 律 ,施加 在 液体 自由 面 上 的 应 力 所 做 的 功 最 终 转变 为 热 。 
4.11-4 考虑 3.7 节 水 渠 里 的 长 重力 波 , 有 C= 二 acos (kz 一 wt), vw 各 cos(Az wl), 
证 明 


Es (Ax = 1) 一 一 7|, Vdy =0 
说 明 本 节 计 算 波 衰减 规律 的 方法 对 水 渠 里 的 长 重力 波 不 成 立 。 
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4.11-5 考虑 3.7 节 里 的 位 于 两 个 固定 的 水 平 固体 面 之 间 的 两 个 流体 分 界面 的 波 ， 
证 明 
Es (Ax = 1,Az = 1) 一 一 办 | | 
=— 2k’c?a? (mcothkhi + mcothkh,) 
使 用 习题 3-7-11 的 结果 


E(Ar = 1,Az = 1) = 壮 kezas(oncoth 十 pscothkh,) 


证 明 
Eus(Az = 1,Az = 1) 4Cmcothkh + mcothkhs )k’ 2y 
E(Az = 1,Az = 1) picothkh1 + pz cothkhs 
a 1 dE(Az 三 1;Ax= 1) 
ECAzr = 1,Az = 1) di 
积分 结果 为 
E(Ax = 1,Az = 1) = hc?as (prcothkhs + p2cothkha)e 人 


_ 2Cmcothkhi + ycothkhs )k’ 
picothkh1 十 CscothAh 
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流体 的 微观 描述 


前 面 几 音 我 们 详细 介绍 了 流体 的 宏观 描述 。 由 于 通常 的 流体 力学 问题 中 所 研究 的 流体 
和 固体 都 是 宏观 尺度 的 ,远大 于 流体 分 子 之 间 的 平均 间距 ,宏观 描述 是 足够 的 。 近 年 来 介 观 
物体 在 流体 中 的 运动 引起 了 人 们 极 大 的 兴趣 ,例如 在 生物 流体 中 ,很 多 感 兴趣 的 细菌 都 是 介 
观 尺寸 的 。 还 有 在 航天 工程 中 ,宇宙 飞船 在 太空 中 飞行 时 ,周围 气体 十 分 稀薄 ,宇宙 飞船 的 
尺寸 常常 和 分 子 之 间 的 平均 间距 是 同一 数量 级 的 。 在 这 种 情况 下 ,连续 介质 近似 不 再 成 立 ， 
宏观 描述 失效 了 ,必须 要 采用 微观 描述 。 


5.1 刘 维 方程 及 流体 力学 方程 的 推导 


5.1.1 刘 维 方程 
假设 系统 是 由 N 个 相同 的 分 子 组 成 的 ,系统 处 于 保守 外 力 场 中 。 系 统 的 哈密 顿 量 为 
H= > [ 护 +wr)] on (5.1-1) 
式 中 ,m 为 分 子 的 质量 , 户 为 分 子 i 的 动量 ,@(m ,…','rv) 为 N 个 分 子 之 间 的 总 相互 作用 势 
能 ,y(r;) 为 分 子 i 在 外 场 中 的 势能 。 如 果 分 子 之 间 只 有 二 体 相 互 作用 ,NN 个 分 子 之 间 的 总 
相互 作用 势能 为 (ni,…,ry) = 二、2》) gs, 这 里 gi 一 py (ri 一 r;) 为 分 子 i 和 j 之 间 的 相互 


1<i<j<N 


作用 势能 。 
其 哈密 顿 运动 方程 为 
i 
六 一 3 人 《6.1=2) 
式 中 ， 
-aa ,02 党 二 
EP a Dp dp a pe 
dr. __ dp; 
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系统 的 所 有 分 子 的 坐标 ,构成 了 6N 维 相 空间 Tien 二 (ri ,pi,… ory,pn)。 在 任 一 时 刻 1， 
系统 状态 在 相 空间 中 描述 为 一 个 点 , 称 为 相 点 。 随 着 时 间 的 推移 , 相 点 在 相 空间 中 描绘 出 一 
条 相 轨 道 。 由 于 组 成 宏观 流体 的 分 子 数 量 极其 巨大 , 相 点 在 相 空间 中 的 运动 极其 复杂 率 乱 ， 
根本 无 法 确定 相 轨 道 方程 ,只 能 确定 相 点 出 现在 相 空 间 中 的 N 体 概率 密度 ww(m , 户 ,…,rw， 
pw'i)。 现 在 我 们 定义 该 量 ,设想 我 们 在 时 间 间 隔 T 内 观察 相 点 的 运动 ,发 现 相 点 出 现在 体 
积 元 dTex 三 dndpi… drwdpv 内 的 时 间 为 ddd。 这 里 dp; 三 dpa dp; dpi， dr; 三 
dzidyidxi。 如 果 我 们 让 时 间 间 隔 工 足 够 长 ,我 们 发 现下 列 极 限 存在 , 即 


lim ¥ = dW = wr pi ry pa sD dln 5..1=3) 


我 们 把 dW 解释 为 相 点 出 现在 体积 元 drsx 内 的 概率 。 
归 一 化 条 件 为 
Jaw = [wns pr se srs pu sD dP 三 , 台 (5.1-4) 


作为 一 种 等 效 的 描述 方式 ,我 们 可 以 设想 把 宏观 系统 复制 M 个 C(M 福 1) ,每 个 复制 品 都 
有 具有 相同 的 哈密 顿 量 和 宏观 条 件 , 各 自 独立 ,但 处 于 不 同 的 微观 状态 ,每 个 复制 品 的 相 点 在 


相 空 间 中 的 位 置 各 不 相同 ,我 们 把 这 些 复制 品 的 集合 称 为 系 综 。 设 相 点 出 现在 体积 元 dev 
内 的 复制 品 的 数目 为 dM, 那么 复制 品 的 相 点 出 现在 体积 元 dTsx 内 的 概率 为 
lim 本 = So C6, 1=5) 


因此 我 们 可 以 把 wri,pi，…,rn ,pn :1) 解 释 成 系 综 概率 密度 。 

使 用 系 综 描述 ,考虑 这 M 个 相 点 在 6N 维 相 空 间 (ni.pi,… ,rn ,pn) 中 的 运动 , 相 点 运 
动 速度 为 (71 ,pi1,…,rn,pn)。 由 于 相 点 既 不 能 产生 , 亦 不 能 消灭 ,只 能 从 一 个 区 域 运动 到 
另 一 个 区 域 。 在 相 点 运动 的 过 程 中 , 相 点 总 数 不 变 。 这 类 似 于 流体 在 三 维 空间 (xz,y,z) 中 
运动 的 情形 ,此 时 分 子 总 数 不 变 。 既 然 流 体 运 动 遵守 连续 性 方程 (质量 守恒 方程 ) ,那么 相 点 
运动 也 要 遵守 类 似 的 连续 性 方程 。 

现在 我 们 回忆 一 下 在 1.6 节 的 流体 连续 性 方程 的 推导 。 如 图 5. 1. 1 所 示 , 考 虑 一 个 固 
定 不 动 的 体积 元 dzdydz, 沿 y 轴 方 向 ,dt 时 间 内 流 进去 的 净 质 量 为 

sp) |,— (p35) 100] =— dzdydzdt 0 

所 以 d 时 间 内 流 进 体积 元 的 总 净 质量 为 


9 i 9 y 9(poz a 
dzdydzdi[ G+ (py) | 4 drdyds[p | —0 11] — drdydzd 了 


9y 
dxdydz 
dxdydz Ad 一 dpi 
二 di(pi)l, 2 
2 | 
了 ytdy 
0 


图 5.1.1 dt 时 间 内 沿 y 轴 方 向 流 进 体积 元 dzdydz 的 流体 净 质 量 
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化 简 得 质量 守恒 方程 
9 9 (pz) 7) -9(p2) 9 a 
天 [ Br Fe ] 于 ”(p7) V. (pv) 


如 图 5.1. 2 所 示 ,考虑 一 ee dIsy, 沿 y; 轴 方 向 ,dt 时 间 内 流 进去 的 


Fd Mwy, ys, = C3) [08, 1 == 1 
如 图 5.1.3 所 示 , 沿 ps 轴 方向 ,dt 时 间 内 流 进 体积 元 dTsx 的 净 相 点 数 为 


dL Mw po) 加 一 (Me pa) ,rn, ] —— dodt 


所 以 di 时 间 内 流 进 体积 元 dT6on 的 总 净 相 点 数 为 


9( Mw pia) 
5 


iy 


9 9 。 
—arwar > [ss » (Mw;) + (Mw Bi)] 
9 ) 
= drw[COMu) ls 一 (Mo) 1,] = drswwd 2 
由 于 总 相 点 数 M 是 常数 ,上 式 化 为 
dw ,rg a 人 
+t]=0 (5. 1-6) 
把 哈密 顿 运动 方程 (5. 1-2) 代 入 式 (5. 1-6) ,得 到 相 点 概率 密度 满足 的 刘 维 方程 
amw , /aH aw 3 dw 
了 1 2 “Ar or | 0 
利用 式 (5. 1-1) 得 
9 0 9 9 和 
Hy OH TD OP pe — Fp =—F, (5. 1-8) 
oap; gr; oar; ar; 


式 中 ,Fi = 为 分 子 ; 所 受到 的 外 力 , Fw 一 一 3 为 其 余 分 子 对 分 子 ; 所 施加 的 相 


ee ,pl 十 Ff 二 Fi; 为 分 子 i 所 受到 的 总 合力 。 
把 式 (5.1-8) 代 入 式 (5. 1-7) 得 


9 am Fw 
守 二 (和 + 忆 .于 ]=0 (5.1-9) 
dIey i dIey 
Ye dM ,Mw Se dMiwp)lp, ps (MB)porin, 
六 pitdy; Pa Putdp, 
图 5.1.2 dt 时 间 内 沿 y; 轴 方 向 流 进 图 5.1.3 dt 时 间 内 沿 pi; 轴 方 向 流 进 
体积 元 dTsn 的 净 相 点 数 体积 元 dTsn 的 净 相 点 数 


5.1.2 流体 力学 方程 的 推导 
现在 引进 物理 量 亚 (r ,pi ,… ,ry ,pn :人 ) 的 统计 平均 值 
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[fa pidirsds por dryds pnw (ri, pi rN Dn:t) 


Vrs) 


|p drods pa dryd’ prtw 


[ep drodi padiryd’ pnwy 


J pr cn 本 


[aa drsd’ pa dryd’ pw 


Nm pr (5.1-10) 
利多 


式 中 ， 


wi (riypiyt) = |r prediryd pwr Di，rNyPpnwyt) 
‘5; 1-11) 
plrist) = Nm [a pr ns ,P11) 


这 里 wi (ri ,pi,t) 为 一 体 概率 密度 ,满足 归 一 化 条 件 
J pr rsp) 地! (5.1-12) 


把 亚 取 为 刘 维 方程 (5.1-9) 的 左边 乘 以 5r ,pi，… rw,pn) ,并 计算 其 统计 平均 值 ,得 


gw ， 3 起 di 
Japard predired pt [+ 2» . 了 +F.. 芹 ]]= 让“ 全) 


1. 连续 性 方程 的 推导 
取 5 王 1, 式 (5.1-13) 化 为 


1 ap(rmo) fa i .9w .9w 
NZ 有 W + |dpid rd pa**d ryd pnl| vi 其 i a 十 

区 dw gw 
Jp and pdrsd ps (wa 。 +F,. 强 ]- 0 (5. 1-14) 


i=2 


考虑 式 (5.1-14) 左 边 中 第 三 项 中 的 一 积分 


a ,ow am 
ja rid p(w EA +F. Ep 


Aw dw dw 9w 
= Jandydedp dpodp.| (o 区 + 已 淆 小 (we 如 + 半 } 


“pu 
dm aw 
(e gz TP 9 pa )| 


例如 


Sw |p, 2 ] 
9pa 


)+ | deidydsidps dpePs (w|®-%,)=0 


Jaridydsdpe dps dpe ("= 


icy 


= Javdsidps dp dur (w 


Cs: L158 
式 中 我 们 已 经 利用 以 下 事实 : 由 于 分 子 不 可 能 跑 到 无 穷 远 处 去 ,因此 无 穷 远 处 的 概率 密 
度 为 零 , 即 w(zx; 二 士 *) 二 0; 加 由 于 分 子 速度 不 可 能 成 为 无 穷 大 ,因此 当 分 子 速度 趋 于 无 
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穷 大 时 ,概率 密度 趋 于 零 , 即 w( 思 一 士 co) 一 0。 
由 式 (5.1-15) 得 


N 
Japarned pdrd py > (ve +P 并 ]= 0 (5. 1-16) 
i=2 i 
同 理 , 式 (5.1-14) 左 边 中 的 第 二 项 可 以 化 为 


gw dw 
lim K tr se 到 】 


9rolr(Criypli:t) _ 可 1 
py A | 
= ja piv1 ay = 天 dpiviwi ri,pi:t) = Nm 让 * (p01) 


{65.1=173 
式 中 忆 为 流体 速度 ,定义 为 
[ep viwi (ri ,pit) Nm | ep Viwi (ri ,p11t) 


v1 一 一 ‘ 7 《5. 1-18) 
[em 人 Puat 


把 式 (5. 1-16) 和 式 (5. 1-17) 代 和 人 式 (5. 1-14) ,得 到 连续 性 方程 


9 
2 一 一 宛 (p50) (5. 1-19) 


2. 流体 的 动量 平衡 方程 的 推导 
取 et 1-13) 化 为 


9(pvy) | 3 3 .3 gw gw) 
志 at + | dpidird’ por dryd’ prvi 3 Bh 9p1) 0 
= ez) + a ‘Pe 3 ,ow dw 
Ss a dpid rd ps drNd pnviy| vi 5 十 F, 5 
1 9(oviy) 外 :去 所 和 人 
Nm 9 Nm om (pv ) Ne > (5. 1-20) 
把 连续 性 方程 22 一 .(p 51) 代入 式 (5.1-20) ,得 动量 平衡 方程 
DL ri 


Te ee 已 本 * [pT 而 一 而 5] 十 二 (FS + FEW) 
《5.1-21) 
D1 二 th 十 外 ,这 里 出 二 v1 为 流体 速度 ,5 为 分 子 1 的 随机 速度 ( 作 热 运动 的 速度 ) 。 

起 (6. 1-21) 化 为 


(wj 三 (0 吕 和 ) 二 下 (FIP 十 ) (C5.1-22) 
为 了 看 出 式 (5.1-22) 的 物理 意义 ,把 式 子 两 边 乘 以 位 于 r, 处 的 流体 微 元 的 质量 odV， 
那么 左边 表示 流体 微 元 的 质量 pdV 乘 以 其 加 速度 分 量 Sq 。 右边 第 一 项 表示 由 于 分 子 热 运 
动 引 起 的 动量 交换 导致 周围 流体 对 微 元 施加 的 沿 > 轴 方 向 的 表面 力 ,其 应 力 张 量 为 ov 一 


一 p5u; 有 边 第 二 项 表示 作用 在 流体 微 元 上 的 外 力 为 PodV， 右边 第 三 项 表示 由 于 分 子 
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至 


之 间 的 相互 作用 引起 的 动量 交换 导致 周围 流体 对 微 元 施加 的 平均 力 为 一 二 podV( 此 力 可 以 


表示 为 表面 力 , 其 黏 性 应 力 张 量 见 文献 [8]) 。 所 以 式 (5. 1 
流体 微 元 的 牛顿 第 二 定律 表达 式 。 

从 上 面 我 们 看 到 ,应 力 张 量 来 自 热 运动 和 分 子 相 互 作 用 内 力 。 

我 们 应 该 指出 ,由 于 刘 维 方程 是 一 个 普遍 的 方程 ,从 它 不 可 能 推导 出 来 纳 维 -斯 托 克 斯 
方程 ,需要 进一步 引进 一 些 近似 才能 得 到 ,推导 细节 已 经 超出 了 本 书 范围 ,有 兴趣 的 读者 可 
参考 文献 [8] 。 

3. 流体 的 能 量 平 衡 方 程 的 推导 

(1) 动能 平衡 方程 


2 
取 5== 盐 , 式 (5.1-13) 化 为 


3 3 pi 和 gw dw 
ja pidirsd’ podiryd’ py 盆 ( 苑 十 vi i FF 并 
pi 
9|o 一 
1 (e 名 i piv 
Nm at + Nm am ( 2m 】 Np Fi*wi 
把 上 式 化 简 ,得 动能 平衡 方程 
(oY) a 
2 9 Mv1 V1 一 一 一 一 
元 ar @ 2 ) Ce (6, 1-23) 


邻 01 二 tu 十 外 ,代入 式 (5.1-23) 得 
9 [og Cf 十 如 
Ba + 起 


fe pEL tm +2 ne 606 十 和 人] 


poFi 一 pFi 和 一 0 (5. 1-24) 
(2) 外 部 势能 平衡 方程 
取 &==ylr1), 式 (5.1-13) 化 为 


gw gw 
[pr pdryd pp Cm) +vo .|=0 
oat ar 


_ 19 Pt 一 1 (ex) 
Nn 元 Loy(mD) a [oy ri) v1] + wer 。D 
Se 
了 [own 十 元 . [oy(rm)m] 十 oaFfm .mm 一 0 (5.1-25) 


(3) 内 部 势能 平 街 方程 
取 疆 G(Cm :rw): 式 (5.1-13) 化 为 


1 3 
Nm 08) + ap drad pa dmd py Po, "ar, 


1 9(08) a | 3 3 .19(wE) 09 
二 上 eaanear .darwdapwmi [一 有 wr | 


9w _ 0 
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1 3(o@6) ，1 2 


N 
刘 i 人 Fin 。 
(oo) Nm 之 下 


Nm ot Nm or 
化 简 得 内 部 势能 平衡 方程 
(op8 5 ) = 本 
和 a + (Gu 二 o>) FY .v=0 (5.1-26) 
i=1 


(4) 能 量 平衡 方程 
取 《 一 之 [区 十 %rD] ， 式 (5.1-13) 化 为 


9 drw gw 
Denendp drmdipy [起 + (加 于。 二 | 
pt 】 ER 
到 十 Wri) 
[Pt 虹 . "> + ylr) 
Nm ot Nm 元 [er 二 [ 获 = 
(ex) 
We Or- FJ, 
化 简 得 
A 
pi: 
alp >) 37 FD N 
| 和 | 全 ] 元 [ew 2 E+yer)]) pL, Ffeo]。u 一 0 
(5.1-27) 
把 式 (5.1-27) 与 式 (5. 1-26) 相 加 ,得 能 量 平衡 方程 
9 2 3 i _ 
多 “十 和 Ho) 一 0 (5. 1-28) 
习题 
5-1-1 理想 气体 的 分 子 之 间 没 有 相互 作用 ,证 明 应 力 张 量 为 
0 =—péé 
假设 一 体 概率 密度 为 
， fOr vt) _ nlrst) m 3/2 六 
Wp Nm Nes [aret 0rn)] {arr ore) 


式 中 ,k 为 玻 尔 兹 曼 常数 ,m 为 分 子 质量 ,n(r.1) 为 局 域 分 子 数 密度 ,T(r,1) 为 局 域 温度 。 
f'”(r,v,t) 称 为 局 域 麦 克 斯 韦 速度 分 布 函 数 。 证 明 应 力 张 量 为 
oy =— p58) =— p04 =— pdy KL =— po, 


m 


式 中 ,pp 和 为 理想 气体 的 局 域 讨 强 公式 。 


5-1-2 ”如 果 分 子 之 间 只 有 二 体 相互 作用 ,分 子 之 间 的 总 相互 作用 势能 为 @(m ,…:rw) 一 
> gi, 这 里 pi 二 gy (ri 一 r;) 为 分 子 i 和 j 之 间 的 相互 作用 势能 ,证 明 


1<i<j<N 
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[ep drd’ pa drnyd’ priw 
天 人知 


[ep drod pa dirnd’ pnw 
9 
(CN 一 D| 中 me rad’ pa dryd’ pnrw 和 
on 


ea rod’ pa" dirnyd’ pro 


(CN 一 Dprdired pe pr 


Tz (ris pioT2 ,P21t) 


和 ?有 iD) 


一 (N 一 1) FP 


式 中 ,到 四 一 一 2 为 分 子 2 对 分 子 1 施加 的 力 ,其 统计 平均 值 为 


[a pare ps Se 3 2vus (ri pior2 p21) 
Fi 


Fr ,P11) 
wz 为 二 体 概率 密度 
wz (ri :pir ,Pz +t)= J pyarad pwieCns ,Pi rNyPN'L) 


5-1-3 ”如 果 分 子 之 间 存在 nn 体 相互 作用 , 即 Bm,… ,ry) = 2 gr， 
表示 个 分 子 i，…,j 之 间 的 相互 作用 势能 ,证 明 


J pyarad pareedirad pve « DA “oT ) 


ar 


Jap, dred per dryd pnw 


Fn 


Na fa pidsrsd? pa dr, ds patw a nest) 
ae 


J pr (ri:p1:t) 
式 中 守 体 概率 密度 定义 为 


Wwa (ri P19°"* Tn Pn ot) 


= ar pr di read pur di rad pw ri spree ste pe, srNs PDN:t) 
5-1-4 如 果 分 子 之 间 只 


@( 人 (mrvw) 一 >，9j, 取 5 一 po 证明 式 (5.1-13) 化 为 


1<i<ji<N 
MD 一 
ep2) + » (ppuv)toFY (vi—v)=0 


“Ti) Gn Ti 


rj) 


有 二 体 相互 作用 ,分 子 之 间 的 总 相互 作用 势能 为 
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5.2 玻 尔 兹 曼 积分 微分 方程 


流体 分 子 之 间 的 相互 作用 以 二 体 相互 作用 为 主 。 从 5. 1 节 我 们 知道 ,如 果 分 子 之 间 只 
有 二 体 相互 作用 ,需要 知道 二 体 概率 密度 才能 获得 流体 的 宏观 方程 。 但 是 从 刘 维 方程 不 可 
能 获得 二 体 概率 密度 ,需要 作 一 些 近 似 才能 得 到 。 本 节 我 们 来 推导 最 简单 的 流体 一 一 经 典 
稀薄 刚 球 气 体 的 一 体 分 布 函数 所 满足 的 方程 。 

考虑 温度 足够 高 的 稀薄 气体 ,量子 效应 可 以 忽略 不 计 , 分 子 之 间 的 相互 作用 为 短程 
作用 ,为 简单 起 见 , 简 化 为 刚 球 模型 , 即 两 个 分 子 没有 接触 时 没有 相互 作用 ,其 势能 为 零 ， 
接触 时 没有 变形 ,其 势能 为 正 无 穷 大 。 由 于 分 子 的 随机 碰撞 ,每 个 分 子 的 速度 不 断 改 变 ， 
不 能 确定 某 一 时 刻 各 个 分 子 的 速度 ,但 可 以 确定 在 某 一 空间 区 域内 和 某 一 速度 区 间 内 分 
子 出 现 的 概率 。 设 分 子 同时 出 现在 空间 间隔 r 一 r 十 dr 和 速度 间隔 一 "十 dv 内 的 概率 为 


调 f revoDdrdsv, 分 子 数 为 (7,o0,1) drdiv, 这 里 fryu,0) 为 分 布 丽 数 ,N 为 分 子 数 ， 
drdsv 二 drdydzdvdvydv: 为 体积 元 。 归 一 化 条 件 为 


二 | ror,eodrds | (5.2-1) 
与 一 体 概率 密度 zw (mi ,六 ,2) 的 关系 为 

Cryuo't) = Nasrol(CrPpt) 《2 

分 子 数 密度 为 
n(r,t) = /Cv Do (5 2=3) 

流体 的 速度 为 

[BE 1 

u(r:t) roseodn (5.2-4) 


[EE Wrs 


在 时 间 间 隔 :一 :十 4 内 ,体积 元 由 rd 内 的 分 子 数 的 增 量 为 


DCry ui) 


dN= [f(r,v,ti+d) om flr,v,t) drdiv 一 加 didirdivw (5.2-5) 


分 子 数 的 增加 来 自 两 个 贡献 ， 一 是 分 子 运动 的 贡献 | 六 ] ,二 是 分 于 之 间 碰 擅 的 贡献 


9f 一 (4). 第 (¥). (5. 2-6) 


oat oat at 
首先 考虑 分 子 的 运动 ,类 似 于 三 维 空间 (z,y*z) 中 的 质量 守恒 方程 (连续 性 方程 ) 


ap = = 
a V» (pv) 元 六 六 


现在 为 六 维 空间 (r,v) 王 (zyy,z,uzvuy:*u-) 中 的 连续 性 方程 


243 


244 


物理 流体 力学 


af a a 
( 纪 )。 艺 CfP 一 攻 ，CF (5.2-7) 


设 一 个 分 子 的 质量 为 mw, 所 受 的 合力 为 F。 ,根据 牛顿 第 二 定律 有 wm 二 Fs, 所 以 分 子 的 
运动 引起 的 贡献 为 


( 芝 ) 元 - 上 Ce (5.2-8) 


ot 9v m 
接 下 来 考虑 分 子 的 碰撞 引起 的 贡献 。 由 于 是 稀薄 气体 , 仅 需 要 考虑 成 对 碰撞 。 由 于 分 
子 简化 为 刚 球 , 两 个 分 子 之 间 的 碰撞 为 弹性 碰撞 ,碰撞 前 后 系统 的 动量 和 动能 守 便 , 即 


movi 二 mz mV 一 172 了 1 十 7122 了 2 (5.2-9) 
1 1 / 1 / 
Fmt t 2 ma Fm + FMave 《52-10) 


上 述 守恒 方程 为 4 个 ,未 知 数 为 碰撞 后 的 分 子 速 度 , 有 6 个 分 量 。 需 要 补充 两 个 条 件 才 
能 有 解 。 设 n 为 磁 撞 时 从 刚 球 1 的 球 心 到 刚 球 2 的 球 心 的 连 线 的 单位 矢量 ,由 两 个 角 确 定 。 
所 以 给 定 n, 就 可 以 获得 碰撞 后 的 分 子 速度 。 由 于 碰撞 时 碰撞 力 沿 两 个 刚 球 的 球 心 连 线 的 
方向 ,根据 动量 定理 有 


Po 0 i | pa an (Ge 
0 
式 中 ,F 为 刚 球 1 受到 的 碰撞 力 ,r 为 碰撞 时 间 ,a 为 待定 常数 。 把 式 (5. 2-11) 代 入 式 (5.2-10) 得 
vi = 2 [Cv — v2) nn 
mi 二 ms 
2 (5.2-12) 
?一 vz 十 a [Cvi1— v2) njn 
mi m2 


如 图 5. 2. 1 所 示 , 以 第 一 个 分 子 的 球 心 为 球 心 ,以 两 个 分 子 的 直径 d; 和 d 的 平均 值 
dw 二 (di 十 ds)/2 为 半径 作 一 个 球面 ,在 球面 上 取 一 面 元 dS 二 df,d0, 这 里 dQ 为 该 面 元 相对 于 
球 心 的 立体 角 。 以 该 面 元 为 底 , 以 | wv; 一 vi| dt 二 wsdi 为 斜 高 , 作 一 个 斜 柱 体 元 。 该 斜 柱 体 元 
的 正高 为 vizcosbdt, 所 以 其 体积 等 于 底面 积 乘 以 正高 , 即 vscosbdt * dS 二 ws cosbdt * di, d0。 
这 里 0 为 vs 一 vi 与 nn 之 间 的 夹 角 。 显 然 ,在 该 斜 柱 体 元 的 分 子 将 在 d 时 间 内 与 第 一 个 分 子 
发 生 碰 撞 。 


图 5.2.1 两 个 刚 球 之 间 的 弹性 碰撞 
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在 时 间 间 隔 :一 :十 d 内 在 drd’vi 内 的 分 子 与 位 于 dw, 内 的 分 子 在 立体 角 元 dQ 内 的 
碰撞 数 为 
fi(rsvit)dirdiv » felr, v1) dv di, df » vizcosOdt 《5. 2-13) 
经 过 碰撞 ,(vi ,vs) 王 (vi ,vs), 原 来 位 于 drdsv, 内 的 分 子 跑 出 去 了 。 每 碰撞 一 次 , 跑 
出 才 一 个 分 于 
在 时 间 间 隔 1~t 十 dt 内 在 drdivi 内 的 分 子 与 位 于 dd 汉 内 的 分 子 在 立体 角 元 dQ 内 的 碰 
撞 数 为 
户 (ryoi,0dsrdsu。 户 (ro2,t)du?。c3d2 » viscosOdt (5. 2-14) 
在 得 出 碰撞 数 方程 (5. 2-13) 和 方程 (5. 2-14) 时 ,我 们 已 经 使 用 分 子 混 沌 性 假设 : 两 
个 分 子 的 速度 分 布 是 相互 独立 的 , 即 第 一 个 分 子 处 在 dmdw ,同时 第 二 个 分 子 处 在 
rod vs 的 概率 Fr, v1 ,ro ,v2 ,1) nd wdrod’v 等 于 第 一 个 分 子 处 在 dmdw 的 概率 


人 Dn gw 与 第 二 个 分 子 处 在 中 让 ww 的 概率 下 中 各 下 中 dio 的 乘积 , 即 
Flri, vi srs, v2) dirids vd rd’ vw, 


= A nd gra, (5.2-15) 
式 中 Ni 和 Ns 分 别 为 这 两 种 分 子 的 总 数 。 这 是 因为 当 气体 稀薄 时 ,两 个 分 子 之 间 的 关联 较 
小 ,分 子 混沌 性 假设 近似 成 立 。 

经 过 碰撞 ,(vi ,v2) 习 (v1 ,v2), 原 来 位 于 drdivi 内 的 分 子 跑 进 drdiv 了 。 每 碰撞 一 
次 , 跑 进 去 一 个 分 子 。 

所 以 在 时 间 间 隔 :一 上 十 d 内 跑 进 drd’w 的 净 分 子 数 为 

(PF) seven =|cr (rv td rdv. folr, vt) dv dfodf 。vizcosbdt 一 
filrsvi drdio » f(r, vz,t) dv » disdl » viscosOdt] 
(5.2-16) 

公式 (5.2-12) 具 有 如 下 对 称 性 : 把 w 和 vi 相互 交换 ,把 v。 和 vs 相互 交换 ,所 得 公 
式 形式 不 变 , 说 明正 碰撞 和 逆 碰 撞 是 互 为 可 道 的 ,这 反映 了 分 子 碰撞 的 微观 可 逆 性 ,导致 
dvdy=dvodv ,v=|v mv |=v=|v 一 v,|, 代 入 式 (5.2-16) 得 


fe = (fifis— fife dv Adn (C5817) 
(=j 


at 
式 中 ,A=d 包 vizcos0; f= 二 fi(rsv015t) ;f= fry; vs st)。 
把 式 (5.2-17) 和 式 (5.2-8) 代 入 式 (5.2-6) 得 玻 尔 效 曼 积分 微分 方程 


af Bl 9 本 sh a 
天 元 Co 一 项 ( } fr ff dauAd0 (5. 2-18) 


ot m 


A=di, | vw—vi |cos0, fF = fv t), f= filr, vt) 


2mz 
mi 二 mz 


rAd 2m1 
nm 十 7722 


积分 范围 为 


co co co x x 
Jaw = | ao am dw, Jao= | dg) snoag 
一 co 一 co 一 co 0 0 


[Cv—v) njn, mo 一 vi 十 


[(v— vi)* nln 
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5.3 HH 定 理 


引进 互 函数 
HO) = /Gro DInf rs, Dd radio (5.3-1) 


现在 求 其 对 时 间 的 变化 率 
dH 
de 


把 玻 尔 兹 曼 方程 (5. 2-18) 代 入 上 式 得 
畦 | 计 * Cf) 疙 "(f 竺 )]#reo1 
[RE moreoduado (5. 3-2) 
上 式 右边 第 一 项 可 以 改写 为 
| Of) 贡 .(7 咕 ]]wrev || 关 * UD 半 "(f 从:)]drao 
在 气体 容器 器 壁 上 分 子 不 能 穿 出 ,分布 函数 为 零 ,那么 有 


世 


当 分 子 速 度 趋 于 无 穷 大 时 ,分布 丽 数 趋 于 淮 ， 有 


=|a+um /do dar 


一 一 co 


“(fo dri = foi|"- ,=0 (5. 3-3) 


[去 (7 Fe Jav, =/ Fe 二 (5.3-4) 
所 以 
|[ wo 一 芳 :(7 宇 ]]erev=o (5. 3-5) 
把 式 (5.3-5) 代 入 式 (5. 3-2) 得 
Ja FInP FF ff drdvdiv Adn (5. 3-6) 
交换 v 与 v 得 
= [a tInf FF ff Yd rd vdv Adn (5.3-7) 
把 式 (5. 3-6) 与 式 (5. 3- li 
= 去 [cz+ncrr )JF FFF Yd rd vd vAdn (5.3-8) 
a. a 
时 jcz Fir FOOTER = FF Yd vA dn 
使 用 对 称 性 dvidivs 一 dvd’vs ,A 一 A', 上 式 成 为 
dH 


一 3 Jr2 tin — ff drdvdnAdn (5.3-9) 
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将 式 (5. 3-8) 与 式 (5. 3-9) 相 加 除 2 得 
dH _ 
dt 

考虑 实 函 数 F(zr,y) 二 (zx 一 y)(e 一 @), 如 果 二 y, 那 么 @ 记 e; 如 果 x 二 y, 那 么 外 二 e。 

无 论 哪 种 情况 都 有 F(z,y) 宇 0。 令 z=ffi,y= 二 ff : 则 


dH 
ee 5. 3- 
< (5,.3=11) 


= 工 [rmczrr —ln Cf fFfi— ff drdvdv Adn 《55.3=10) 


上 式 等 号 仅 当 fi 二 六 fi1 时 成 立 。 

万 户 = 及 及 意味 着 正 碰撞 与 逆 磁 撞 相 互 抵消 , 称 为 细致 平衡 。 所 谓 细致 平衡 指 的 是 某 
一 元 过 程 与 其 相应 的 逆 过 程 相互 抵消 。 现 在 我 们 来 考察 达到 细致 平衡 需要 满足 的 条 件 。 正 
碰撞 与 逆 磁 撞 满 足 动量 和 动能 守恒 ， 


mi V1 十 722 Vs mv m2 v2, jm 十 ma 一 Fm 于 at 
达到 细致 平衡 ff: 二 if 时 有 
in 六 十 nj = Infi+ Infs 
显然 Inf 有 5 个 特 解 
Inf=1, mv my my:, pi (5. 3-12) 
Inf 的 通 解 为 这 5 个 特 解 的 线性 组 合 , 即 
lny = ae armvs 十 az7zuy + asmv: + a 到 om ov 


式 中 ao al as as 和 w 为 待定 常数 。 假 设 流体 的 速度 为 &Cr,2) ,绝对 温度 为 T(r,7) , 数 密度 
为 WCGr't) 。 一 个 分 子 作 热 运动 的 平均 平 动能 为 


1 
2 


式 中 & 为 玻 尔 效 曼 常数 。 常 数 ao、al、az、as 和 a 由 归 一 化 条 件 (5. 2-1) ,分子 数 密度 公 
式 (5.2-3) 和 流体 速度 公式 (5. 2-4) 以 及 分 子 的 平均 平 动能 公式 (5. 3-14) 确 定 , 结 果 为 


m | 了 一 Mr | ATCrO) (5.3-14) 


m m 


TD ep| 2kT Cr,0) 
对 处 于 热平衡 态 的 气体 ,温度 和 数 密度 均 为 常数 ,上 式 化 为 通常 的 麦克 斯 韦 速 度 分 布 函 
数 。 所 以 我 们 称 式 (5. 3-15) 为 局 域 麦 克 斯 韦 速度 分 布 函 数 。 
综合 上 述 , 我 们 得 到 五 定理 : 及 总 是 趋向 减少 的 , 当 减 少 到 它 的 极 小 值 时 ,平衡 态 才 达 
到 。 这 就 从 微观 角度 证 明了 宏观 趋向 平衡 的 不 可 逆 性 。 


Ja0 = alr) [gE | v —u(r,t) 时 (5. 3-15) 


习题 

5-3-1 证 明 式 (5.3-13) 中 的 常数 va az os 和 o 由 归 一 化 条 件 (5. 2-1) ,分 子 数 密 
度 公式 (5.2-3) 和 流体 速度 公式 (5. 2-4) 以 及 分 子 作 热 运动 的 平均 平 动能 公式 (5. 3-14) 
确定 。 
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5.4 ”从 玻 尔 兹 曼 方程 推导 流体 力学 方程 


在 5. 1 节 我 们 已 经 使 用 刘 维 方程 推导 了 流体 力学 方程 ,但 由 于 无 法 从 刘 维 方程 获得 概率 密 
度 , 因 此 无 法 获得 宏观 输 运 系数 。 本 节 我 们 将 使 用 玻 尔 兹 曼 方程 推导 流体 力学 方程 ,虽然 玻 尔 效 


曼 方程 没有 解析 解 存在 ,但 可 以 用 逐 级 近似 法 求解 ,从 而 原则 上 可 以 获得 宏观 输 运 系 数 。 


5.4.1 统计 平均 值 
考虑 一 个 量 亚 (v) ,其 统计 平均 值 为 


a [¥en por) eo 1 
Vv ‘ ;| do 
| rroodn 玫 于 呈 
假设 F。 不 依赖 于 v。 把 玻 尔 兹 曼 方程 (5. 2-18) 两 边 乘 以 Wd*v 并 积分 得 
29n¥) 十 a . (no) n Fe . 9 Av 
a Dr m av 


式 中 ， 
Ay = | 大 P 一 Jr)daudsuwAdO 
作 交换 一 w ,v1 一 vi 得 
[wp daudau Ad 一 Jw dv diviA’ dn 
式 中 于 一 到 (u)。 
使 用 对 称 性 电 让 由 罗 一 中 dv ,A 二 A', 上 式 成 为 
[wr fod nad = [wffid od Ad 
把 式 (5.4-4) 代 入 式 (5.4-3) 得 
Av = [wot )divd vAdn = | —YV)ffidvd vAdn 
上 式 中 交换 wv 与 w 得 
4 = [ow Vi) ffidivdv AdQ 


式 中 ,于 二 各 (01) ,WW 二 于 (v1)。 
把 式 (5.4-5) 与 式 (5.4-6) 相 加 除 2 得 


Avy = 了 | + Wy)ffidivduAdn 
上 式 中 作 交 换 v 一 v ,vi 一 vi 得 
人 = 工 |er+ Ww — ffdv dv A dn 


E 工 | w+ Vy — yf dvdAdn 


.4-1) 


,4-2) 


.4-3) 


.4-4) 


.4-6) 


.4-7) 


.4-8) 
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把 式 (5.4-7) 与 式 (5.4-8) 相 加 除 2 得 
A low i+w VY— Ff— ff ) dvd Adn (5.4-9) 


两 个 刚 球 分 子 之 间 的 碰撞 为 弹性 碰撞 ,碰撞 前 后 系统 的 动量 和 动能 守恒 ,所 以 如 果 把 
亚 取 为 任意 常数 或 者 一 个 刚 球 分 子 的 动量 分 量 和 动能 , 即 


= my Moys Mes 六 mw (5.4-10) 
那么 亚 满 足 秋 1 十 W 二 W 十 ,为 碰撞 守恒 量 。 式 (5.4-2) 成 为 
MD) 9 no) n.d Avo0 (5. 4-11) 
at Dr m 9v 


5.4.2 连续 性 方程 


取 亚 =1, 式 (5.4-11) 成 为 
a(n) 9 加 
Ey +" (nv)=0 
既然 质量 密度 p= 二 am, 二 u 为 流体 速度 ,上 式 即 为 连续 性 方程 


gps 一 下 
闫 + 示 * (pw) 一 0 (5. 4-12) 


5.4.3 动量 平衡 方程 
取 亚 =mw;, 使 用 爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 式 (5.4-11) 成 为 


9(pvi) , 9(pvivi) Fo 
at 下 Di ? m 四 


令 三 wi 十 生 ,6 为 分 子 的 随机 速度 。 由 于 ==0, 有 0) 二 wij 十 人 5;。 定 义 应 力 张 量 
四 一 一 566 ,上 式 成 为 


9lpui) | 2Coxua i go 


xi 四 
多 二 (5. 4-13) 
wi 
把 连续 性 方程 (5. 4-12) 代 入 上 式 消去 史 , 得 
Qus us _ Ou 一 du _ Fes ,1 90 _ 
a tw ar 元 十 (。V)ui 一 本 二 a (5.4-14) 
这 就 是 流体 力学 的 动量 平衡 方程 。 
5.4.4 能量 平衡 方程 
取 更 一 六 mtz 一 二 maoi* 式 (5.4-11) 成 为 
CoVioi) 9(Ouiuiui) Fas _ be ee 
at 二 gry 2p m 学 mm Co ny 


令 vi 一 wi 十 和 ,定义 热流 矢量 9 一 o8 皇 ,有 di 一 055 生 。 容 易 证 明 
DOD = Wu + wu iki + us Ej€i + SEE (5. 4-16) 
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把 式 (5.4-14) 和 式 (5.4-16) 代 入 式 (5.4-15) 并 消去 F。,; 得 


六 EB id 
(到 本寺 ke F205 下 (5.4-17) 
或 者 改写 成 
es Bi 
p+ 一 (好 十 绎 ] (5.4-18) 


这 就 是 流体 力学 的 能 量 平衡 方程 。 

5.4.5 达到 局 域 麦克 斯 韦 速度 分 布 函 数 时 的 流体 力学 方程 

现在 推导 达到 局 域 麦 克 斯 书 速 度 分 布 函 数 时 的 流体 力学 方程 。 局 域 麦克 斯 书 速 度 分 布 
函数 为 


3/2 
(0) eS mm mm So 2 
可 (r,0,D= nr [gmaT 0 | exp| DRT FD | v—wulrst) | } 
m 3/2 


m 
一 nr [grRT DD ep 全 38] 
容易 得 应 力 张 量 和 热流 矢量 


oy 一 一 586 =—p6y £2 =— pds pds, q=—p€éE =0 (5.4-19) 


式 中 ,= 全 为 理想 气体 的 局 域 压强 公式 。 上 式 表明 ,气体 没有 黏 滞 性 和 传 热 性 , 即 气体 


为 理想 流体 。 
把 式 (5.4-19) 代 入 式 (5.4-14) 得 流体 力学 的 动量 平衡 方程 
di 灶 Fex 5 4- 
三 多 十 莹 (5. 4-20) 
上 式 即 为 理想 流体 的 欧 拉 方 程 。 
把 式 (5.4-19) 代 入 式 (5.4-18) 得 流体 力学 的 能 量 平衡 方程 
pr 2 vn (5.4-21) 
代入 连续 性 方程 办 一 一 Yu 得 
sp 至 一 2mzVu=27 出 
即 
dT) 0 (5. 4-22) 
dq? 
解 为 
人 (5. 023 


上 式 表明 ,每 个 流体 微 元 在 运动 过 程 中 其 oT“? 二 C; 保持 不 变 , 即 理想 流体 的 运动 是 绝热 
的 ,但 是 ,不 同 的 流体 微 元 的 常数 C; 是 不 同 的 。 

习题 

5-4-1 推导 式 (5.4-16)。 

5-4-2 使 用 式 (5.4-14) 式 (5.4-15) 和 式 (5.4-16) 推 导 式 (5. 4-17)。 
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5.5 弛 丈 时 间 近 似 


玻 尔 兹 曼 积分 微分 方程 是 一 个 高 度 复杂 的 非 线性 方程 ,一 般 情 况 下 没有 严格 解 存在 ,可 
以 使 用 逐 级 近似 方法 求解 ,过 程 极其 复杂 。 我 们 这 里 引进 一 个 简单 的 近似 ,虽然 不 够 准确 ， 
但 对 于 了 解 流体 的 微观 描述 是 有 用 的 。 此 外 ,20 世纪 80 年 代 以 来 人 们 使 用 离散 化 方法 把 
弛 殉 时 间 近 似 下 的 玻 尔 兹 曼 方程 化 为 代数 方程 后 求解 ,本 质 上 就 是 用 离散 的 粒子 在 规则 格 
子 中 的 简单 运动 来 模拟 流体 力学 的 复杂 现象 ,发 展 了 品格 玻 尔 兹 曼 方法 ,用 于 计算 各 种 具有 
复杂 几何 边界 的 流体 系统 的 流动 。 


5.5.1 弛 豫 时 间 近 似 


弛 豫 时 间 近 似 指 的 是 碰撞 项 正比 于 速度 分 布 函数 与 局 域 麦克 斯 韦 速 度 分 布 函 数 fm 之 
差 , 玻 尔 效 曼 方程 化 为 


学 二 区 .1P+ 了 区 CG 人 C6 1 
式 中 ,rz 为 弛 豫 时 间 ， 
nt nn) [3a8T CD exp{— TD 
为 局 域 麦 克 斯 韦 速度 分 布 函 数 。 
为 了 看 出 弛 殉 时 间 的 物理 意义 ,考虑 一 个 简单 情况 ,没有 外 力 场 ,速度 分 布 函数 与 空 
间 华 标 无 关 ,f"” 取 为 达到 平衡 态 时 的 麦克 斯 韦 速 度 分 布 函 数 , 即 


3/2 
i (0) m m 2 
f=f(vt), 三 一 [直子 exp( 3pTY ) 


3/2 


| v —ulr,t) 时 


玻 尔 兹 曼 方程 化 为 
~ [0) 
= 人 个 (5. 5-2) 
解 为 
f= Ja,0)ewe 十 Fo(l 一 er) (5. 5-3) 


从 上 述 解 可 以 看 出 ,经 过 几 个 + 的 时 间 之 后 ,速度 分 布 函 数 接近 其 平衡 值 , 儿 乎 与 初始 
值 无 关 。 从 而 可 得 + 的 物理 意义 : 气体 恢复 到 平衡 所 需要 的 时 间 大 致 为 几 个 r。 


5.5.2 气体 的 医 性 系数 


现在 使 用 弛 豫 时 间 近 似 来 求 气体 的 黏 性 系数 。 当 气 。 ， 
体 各 层 的 流速 不 同时 ,设想 通过 任 一 平行 于 流速 的 截面 
把 两 边 的 气体 分 开 , 那 么 两 边 的 气体 将 平行 于 截面 互 施 


作用 力 和 反作用 力 , 力 的 作用 使 流动 慢 的 气体 加 速 ,使 流 5 
动 快 的 气体 减速 。 
设 气体 的 速度 为 w(z)e,, 数 密度 和 温度 均 为 常数 。 0 


如 图 5. 5. 1 所 示 ,在 气体 内 部 取 一 面 元 d4S ,其 法 线 沿 工 轴 5.5.1 气体 分 子 的 动量 输 运 
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方向 ,以 dS 为 底 .wdt 为 正高 作 一 柱 体 元 。 这 里 v= 二 ves 十 vyey 十 ve 为 气体 分 子 的 速度 。 
我 们 看 到 ,在 时 刻 : 柱 体 元 内 速度 分 量 为 wz 的 所 有 分 子 , 将 在 时 间 间 隔 :一 :十 d 内 沿 z 轴 
方向 穿 过 面 元 dS 跑 出 去 。 所 以 在 时 间 间 隔 :一 :十 d 内 穿 过 面 元 dS 的 净 分 子 数 为 


ao] am aareseowdras 
在 时 间 间 隔 :一 :十 d: 内 通过 面 元 dS 输 运 的 沿 y 轴 正 方向 的 净 动 量 分 量 为 
让 du du 六 du-FCr,u:t)uuydtdS 
d 


根据 牛顿 寿 性 定律 , 面 元 4S 上 的 素性 力 为 dF 二 y 
是 沿 流速 减少 的 方向 输 运 的 ,根据 动量 定理 得 
上 do dm do f Cry wt) vmo, dtds =— dF 二 = 地 edsd 
化 简 得 
一 7 把 = m| do dw) 1 
达到 稳 恒 状态 时 ,满足 叶 一 0,/ 一 (zx,v)。 玻 尔 兹 曼 方程 (5.5-1) 化 为 
式 中 局 域 麦克 斯 韦 速 度 分 布 函数 为 
f° (aM) | 璇 [+ (ww + 


令 f=f 中 十 fn ,代入 式 (5.5-8) 得 
, af’® ab _ fo? 


0 t 
零 级 近似 远大 于 一 级 近似 , 即 f" 全 f'Y 。 忽 略 上 式 左边 的 小 项 ,得 
Ch hag i 


Ur 


ar tT 
把 式 (5.5-9) 代 入 式 (5. 5-11) 得 
a ao af da(uy 一 mm) af du 
f Ws gz Ww —m) az Wr 9v, dz 


把 式 (5.5-12) 代 入 式 (5. 5-7) 得 


co co co r(0) 
7 一 一 mm| du,| du,| du-ruzvy 区 


dv, 


如 果 假 设 z+ 为 常数 ,得 
7= nkTr 


5.5.3 气体 的 热传导 系数 


€ 


( 


( 


‘ 


(5 


5 


一 


(5 


(5 


(5 


5.5-4) 


5.5-5) 


了 dS, 方 向 沿 y 轴 方 向 。 由 于 动量 


5.5-6) 


5.5-7) 


5.5-8) 


.5-10) 


.5-11) 


.5-12) 


.5-13) 


.5-14) 


现在 使 用 弛 移 时 间 近 似 来 求 单 原子 分 子 气体 的 热传导 系数 。 单 原子 分 子 可 以 视 为 质 


点 ,其 动能 只 有 平 动 动能 。 
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设 处 于 静止 的 气体 的 温度 为 T(z), 数 密度 为 常数 。  ) 
如 图 5. 5. 2 所 示 ,在 气体 内 部 取 一 面 元 dS, 其 法 线 沿 工 轴 
方向 ,以 dS 为 底 、vdi 为 正高 作 一 柱 体 元 。 这 里 v 一 wez 十 


7 
vyey 十 ve: 为 气体 分 子 的 速度 。 我 们 看 到 ,在 时 刻 : 柱 体 
元 内 速度 分 量 为 v, 的 所 有 分 子 , 将 在 时 间 间 隔 ! 一 :十 dz 内 
沿 z 轴 方 向 穿 过 面 元 dS 跑 出 去 。 所 以 在 时 间 间 隔 :一 :十 0 x 
dt 内 穿 过 面 元 dS 的 净 分 子 数 为 图 5.5.2 气体 分 子 的 动能 输 运 
je dv.| dv,| do Fla 

在 时 间 间 隔 :一 :十 d: 内 通过 面 元 dS 输 运 的 净 动 能 为 

I duo] dos) aure， vt) vs 到 wzdtdS (5. 5-15) 


根据 傅 里 叶 定律 ,在 时 间 间 隔 : 一 :十 d: 内 通过 面 元 dS 传递 的 热量 为 dQ 二 笠 4sd', 这 
里 «为 热传导 系数 。 由 于 热量 是 沿 温度 减少 的 方向 传递 的 ,有 


「 do du dv.f (r,s), mrdidS = 一 dQ = 一 < 和 4Sd (5.5-16) 


化 简 得 


«lm| | do,| dvsf (r, v1) vv? (srs=17> 
dz 2 J——~ Et SR 


达到 稳 恒 状态 时 ,满足 喧 一 0,/ 一 (zx,v)。 玻 尔 兹 曼 方程 (5.5-1) 化 为 


SY le i (5.5-18) 
or T 
式 中 局 域 麦 克 斯 书 速度 分 布 函 数 为 
0; m m 2 | 2 1 2 Pe 
f° n [Tc | exp|[ ZTC 并 吧 )] 55-19) 
令 [一 Fo 十 ,代入 人 式 (5.5-18) 得 
wt (5. 5-20) 
JT dT 到 
由 于 零 级 近似 远大 于 一 级 近似 , 即 ff ,忽略 上 式 左边 的 小 项 ,得 
3 (5.5-21) 
= 
把 式 (5.5-19) 代 入 式 (5.5-21) ,得 
ao ap dT 
0 rz - 汪 mz Td (5. 5-22) 
把 式 (5. 5-22) 代 入 式 (5. 5-17) ,得 
5 一 了 | do du 六 dv: 2 (5.5-23) 


如 果 假 设 r 为 常数 ,得 
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Kk 二 六 mr | du| do,| dof A 


Pa 得 : 9 泌 | 六 rC0) 6 3 Pe 5k 要 
gmr Tt), dv ,9 |. door vsin gcos yp mT (5.5-24) 
使 用 式 (5. 5-14) 得 
< 一 中 (5. 5-25) 
m 
3k 3 


对 于 单 原子 分 子 气体 ,实验 值 为 ce~2.5X 3 一 3.75 和 9。 


习题 
5-5-1 假设 c=46/v,lo 为 常数 ,计算 k。 
5-5-2 假设 * 一 /um 为 常数 ,计算 7。 


附录 A 


A.1 
I 
vxXv/=0 
V» (VXa)=0 
VX(VXa)=VV* a)—Va 
V°* (fa)=a* Vif+fV"a 
VX (fa)=VfXat+f VXa 
V* (aXb)=b* (VXa)—a* (VXb) 
VX(aXb)=a(V* b)—b(V* a)+(b* VWa—(a*. Vb 
VCa b)=(a* Vbi(b*. VataX(VXb)+bX(VXa) 


bs, var 


|, Rv = ) an ded, = 中 ovas 
brea=) ras 
S 


A.2 球 坐 标 系 


er 一 ersin0cosp 十 eysin0sinp 十 e-cosO 


es 一 ezcosOcosp 十 eycosgsinp 一 esin0 
ez 一 一 ersinp 十 evcosp 


3e& 3e_ae 9e,_ 
ar ar ar DO 


ae- 
a0 


ee 
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及 


一 一 ersin0 一 ecosO 


er 一 (ersin0 十 ercosO)cosp 一 ersinp 


e@y 一 (ersin0 十 eacosO)Ssinp 十 ercosp 
-一 ercosO 一 esin0 
ee 1 9 
Ve a ra er roingag 
1a(r2A) 1 a(4Assin0) 1 9As 


Wis a "RD 0 gp 


19A, 


VXA=e, 9(Agsing) e+ ,| 1 9A, 9G) | +e,| 1 9(rAo) 


1 
Ai a0 a9g 

= 人 5 人 si 9 1 9° 
了 区 人 ( 六 72sin090 ip 90 9 

2 a(Aosing) 2 9A。 2A, 
rising 90 rsinopg rr’ 
2cos0 9A,。, 29A, Ae 
risin09pg ro90 risin’0 

2 3A. ，2cosg 9As _As 
risinn op rsin09p rsin20 


rsin0op rr 0r r 9r 


(VA),=VA, 


(4)o 一 只 A。 


(¥A),=¥A,+ 


A.3 柱 坐 标 系 
er=ercosgpt+e,ysing 


ep=—ezrsingt+e,cosg 


Ss 
ap 


er 


geR_ Ader_ ge _ ge 
aR az IR az 


ez 一 eRcOSO 一 erSinp 


ey 一 eRSinp 十 ercOSsp 
9 1 9 9 


| | 


V: enaRte Rag rz 


19(RAr) ，134A。 34-。 
R IR Ra az 


> 和 二 


r 90 


附录 A ”常用 的 矢量 公式 


be ne a ne 
= 页 去 (R 2h) ! ss 2 

(VA)4=VAr 一 疡 各 -做 

CY4)p 一 YA 十 记号 多 


(VA).=VA, 
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